
Глава 1

Решение Шварцшильда

В настоящем разделе мы детально рассмотрим решение Шварцшильда, т.к. оно игра-
ет важную роль в физических приложениях. Фактически, основные наблюдательные
данные, подтверждающие общую теорию относительности, основаны на предсказа-
ниях, полученных для этого решения.

Вскоре после создания общей теории относительности К. Шварцшильд нашел
точное статическое сферически симметричное решение вакуумных уравнений Эйн-
штейна [?]. Это же решение было также независимо найдено Дж. Дросте [?, ?, ?],
который был учеником Г. Лоренца. Позже было доказано, что любое сферически
симметричное решение вакуумных уравнений Эйнштейна вне горизонта имеет допол-
нительный времениподобный вектор Киллинга, т.е. существует такая система коор-
динат, что вне горизонта решение является статическим. Это утверждение означает,
что условие статичности при получении решения Шварцшильда является излишним
и известно, как теорема Бирхгоффа [?].

Решение Шварцшильда уже было найдено нами в разделе ??, где также было по-
строено его максимальное продолжение вдоль экстремалей. В том числе было дока-
зано существование дополнительного вектора Киллинга, который вне горизонта вре-
мениподобен, а под горизонтом пространственноподобен. Глобальное (максимально
продолженное вдоль экстремалей) решение Шварцшильда описывает черную дыру
– новый объект, предсказанный общей теорией относительности, который отсутству-
ет в теории гравитации Ньютона. В настоящее время астрономические наблюдения
говорят о возможном существовании черных дыр во вселенной, в частности, в цен-
тре нашей галактики. Метрика для решения Шварцшильда вне горизонта успешно
используется для описания гравитационного поля звезд, а также солнечной системы.

1.1 Координаты Шварцшильда

Метрика Шварцшильда в координатах Шварцшильда {xα} = (x0, x1, x2, x3) = (t, ρ, θ, ϕ),
имеет хорошо известный вид

ds2 =

(
1− 2M

ρ

)
dt2 − dρ2

1− 2M

ρ

− ρ2(dθ2 + sin 2θdϕ2). (1.1)

Это – сферически симметричное решение вакуумных уравнений Эйнштейна с нуле-
вой космологической постоянной, которое было получено в разделе ??. Последнее
слагаемое представляет собой метрику сферы радиуса ρ, которая индуцирована вло-
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жением S2 ↪→ R3 и взята с обратным знаком. Группа вращений O(3) действует обыч-
ным образом на азимутальный и полярный углы θ и ϕ. Метрика (1.1) определена
при

−∞ < t <∞, 0 < θ < π, 0 < ϕ < 2π.

При ρ = ρs := 2M компоненты метрики вырождаются. Радиус ρs называется радиу-
сом Шварцшильда или гравитационным радиусом. Ему соответствует сфера радиуса
ρs, которая называется горизонтом. При этом координата ρ, которая предполагает-
ся положительной, меняется либо в пределах 2M < ρ < ∞ (вне горизонта ρs), либо
0 < ρ < 2M (под горизонтом).

Метрика (1.1) вырождена при ρ = 0, 2M и θ = 0, π. Вырождение метрики при
θ = 0, π связано с выбором координат на сфере S2. Это – хорошо известная особен-
ность сферической системы координат, которую мы обсуждать не будем. Особенно-
сти метрики при ρ = 0, 2M мы обсудим подробно.

Не смотря на то, что компоненты метрики на сфере Шварцшильда вырождаются,
ее определитель не имеет нулей при ρ > 0:

det gαβ = −ρ4 sin 2θ,

за исключением особенности сферической системы координат при θ = 0, π.
Координата ρ при ρ > 2M является аналогом радиальной координаты в сфериче-

ской системе координат трехмерного евклидова пространства R3. Координата t при
ρ > 2M играет роль времени. При 0 < ρ < 2M координаты t и r меняются местами: t
становится пространственноподобной координатой, а ρ – времениподобной. Поэтому
координата ρ под горизонтом никакого отношения к радиусу не имеет.

Если на многообразии задана какая либо метрика, то первое, что хочется сделать,
– это вычислить компоненты соответствующего тензора кривизны и его инварианты.
Поскольку метрика Шварцшильда является решением вакуумных уравнений Эйн-
штейна, то тензор Риччи и скалярная кривизна пространства-времени равны нулю.
Однако полный тензор кривизны отличен от нуля. Поскольку тензор Риччи и скаляр-
ная кривизна равны нулю, то тензор кривизны в рассматриваемом случае совпадает
с тензором Вейля. Перейдем к вычислениям.

Метрика (1.1) задает в пространстве-времени символы Кристоффеля (??), из ко-
торых выпишем только линейно независимые и нетривиальные:

Γ00
1 =

M

ρ2

(
1− 2M

ρ

)
, Γ22

1 = −ρ
(

1− 2M

ρ

)
,

Γ01
0 =

M

ρ2
(

1− 2M
ρ

) , Γ33
1 = −ρ

(
1− 2M

ρ

)
sin 2θ,

Γ11
1 = − M

ρ2
(

1− 2M
ρ

) , Γ23
3 =

cos θ

sin θ
, (1.2)

Γ12
2 = Γ13

3 =
1

ρ
, Γ33

2 = − sin θ cos θ.

“Линейно независимые” означает, что мы не выписали нетривиальные компоненты,
которые получаются из приведенных выше простой перестановкой индексов. Напри-
мер, Γ10

0 = Γ01
0.
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Прямые довольно громоздкие вычисления приводят к следующим нетривиаль-
ным линейно независимым компонентам тензора кривизны (??) для метрики (1.1):

R0101 = −2M

ρ
, R1212 = − M

ρ
(

1− 2M
ρ

) ,
R0202 =

M

ρ

(
1− 2M

ρ

)
, R1313 = − M

ρ
(

1− 2M
ρ

) sin 2θ, (1.3)

R0303 =
M

ρ

(
1− 2M

ρ

)
sin 2θ, R2323 = 2Mρ sin 2θ.

Компоненты тензора кривизны можно либо вычислить в лоб, воспользовавшись фор-
мулой (??), либо воспользоваться формулами из раздела ?? для сплетенного произ-
ведения двух многообразий, т.к. метрика Шварцшильда (1.1) имеет именно такой
вид. В обозначениях этого раздела следует положить

k = 1, m = −ρ2,

gαβ =

(
1− 2M

ρ
0

0 − 1
1− 2M

ρ

)
, hµν =

(
1 0
0 sin 2θ

)
.

В последнем случае вычисления несколько упрощаются.
Мы видим, что компоненты тензора кривизны вырождены в нуле ρ = 0 и на

горизонте ρ = ρs. Само по себе это только указывает на возможные особенности гео-
метрических объектов (в рассматриваемом случае метрики), т.к. компоненты тензора
не являются геометрическими инвариантами. Чтобы прояснить ситуацию, вычислим
квадрат тензора кривизны, который инвариантен относительно преобразований ко-
ординат:

RαβγδR
αβγδ = 4

[
R2

0101

(
g00g11

)2
+R2

0202

(
g00g22

)2
+R2

0303

(
g00g33

)2
+

+R2
1212

(
g11g22

)2
+R2

1313

(
g11g33

)2
+R2

2323

(
g22g33

)2]
=

48M2

ρ6
. (1.4)

Хотя тензор Риччи и скалярная кривизна равны нулю, геометрия нетривиальна, т.к.
квадрат тензора кривизны, который в данном случае совпадает с квадратом тензора
Вейля, отличен от нуля. Он определен при всех ρ > 0 и имеет только одну особенность
при ρ = 0.

При ρ → ∞ кривизна пространства-времени стремится к нулю. Это значит,
что пространство-время является асимптотически плоским на больших расстояни-
ях. Этот факт следовал также из вида метрики, поскольку метрика (1.1) стремится
к метрике Лоренца при ρ→ 0.

На горизонте, ρ = ρs, кривизна никакой особенности не имеет. Это указывает на
то обстоятельство, что особенность метрики (1.1) на горизонте может быть связана
с неудачным выбором координат, т.е. является координатной. Действительно, ниже
мы увидим, что в координатах Крускала–Секереша метрика Шварцшильда на гори-
зонте регулярна. Конечно, преобразование координат Шварцшильда к координатам
Крускала–Секереша вырождено при ρ = ρs.

Особенность при ρ = 0 является неустранимой. Подчеркнем, что значение ρ = 0
не соответствует началу сферической системы координат, т.к. координата ρ под го-
ризонтом является пространственноподобной. Ниже мы увидим, что пространствен-
ноподобная особенность ρ = 0 соответствует черной и белой дырам.
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Метрика (1.1) сферически симметрична, при этом группа вращений O(3) дей-
ствует только на угловые координаты θ и ϕ. Сферической симметрии метрики (1.1)
соответствуют три векторных поля Киллинга, которые имеют нетривиальные компо-
ненты только относительно базисных векторных полей ∂θ и ∂ϕ. Это – обычные поля
Киллинга на сфере (??). Кроме этого имеется четвертое векторное поля Киллинга,
которое в координатах Шварцшильда имеет вид ∂t. Оно соответствует статичности
метрики Шварцшильда вне горизонта в координатах Шварцшильда.

Наличие четвертого векторного поля Киллинга для любого сферически симмет-
ричного решения вакуумных уравнений Эйнштейна известно как теорема Бирхгоф-
фа [?]. В разделе ?? мы доказали аналогичное утверждение в более общем случае. А
именно, четвертый вектор Киллинга появляется в любом решении вакуумных урав-
нений Эйнштейна с космологической постоянной, которое имеет вид сплетенного
произведения двух поверхностей. При этом мы не требовали симметрии метрики
относительно какой либо группы преобразований. Группа симметрии возникает ав-
томатически при решении уравнений Эйнштейна. Это может быть либо группа вра-
щений SO(3), либо группа Лоренца SO(1, 2), либо группа Пуанкаре IO(2), которые
действуют на сечениях t = const. Глобальная структура всех таких решений была
найдена и классифицирована в разделе ??.

Ясно, что в метрике Шварцшильда (1.1) можно произвольно менять радиальную
координату ρ 7→ ρ′(ρ), при этом метрика также будет удовлетворять вакуумным урав-
нениям Эйнштейна. Обычно в пользу выбора радиальной координаты Шварцшильда
ρ приводят следующий “аргумент”. Площадь поверхности сферы S2, определяемой
уравнением ρ = const > 2M , такая же как и в евклидовом пространстве 4πρ2. Соот-
ветственно, длина окружности, лежащей в экваториальной плоскости сферы, равна
2πρ. У этого “аргумента” нет никаких математических или физических оснований.
Заметим также, что “центр” у сферы отсутствует, т.к. при ρ = 0 сфера вырождает-
ся в точку, которой соответствует пространственноподобная, а не времениподобная
кривая.

Важным является то обстоятельство, что постоянная M , входящая в решение
Шварцшильда, является постоянной интегрирования, и вообще не содержится в ва-
куумных уравнениях Эйнштейна. С математической точки зрения постоянная M
может принимать произвольные значения M ∈ R. Однако, если предположить, что
решение Шварцшильда описывает гравитационное поле вне точечной массивной ча-
стицы или некоторого сферически симметричного распределения масс, то сравнение
с законом всемирного тяготения Ньютона на больших расстояниях, которое было
проведено в разделе ??, говорит о том, что постоянная интегрирования M – это
масса частицы, которая, следовательно, должна быть положительной.

Допустим, что решение Шварцшильда описывает солнечную систему, когда в ка-
честве источника гравитационного поля рассматривается Солнце, а планеты и другие
тела – в качестве пробных частиц, движущихся по экстремалям (геодезическим) в
гравитационном поле Солнца. Тогда возникает естественный и нетривиальный во-
прос: какому значению координаты ρ соответствует орбита, например, Земли? Более
общо, какое отношение имеет координата ρ, входящая в решение Шварцшильда, к
расстоянию до Солнца, которое мы измеряем? Как было отмечено выше, в решении
Шварцшильда мы можем произвести произвольную замену радиальной координаты
ρ 7→ ρ′(ρ), не меняющую асимптотики на бесконечности. Новая метрика также будет
удовлетворять вакуумным уравнениям Эйнштейна и будет асимптотически плоской.
При этом с законом тяготения Ньютона будет все в порядке, поскольку он определя-
ется только асимптотикой при ρ→∞. Возможный ответ на этот вопрос заключает-
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ся в измерении площади поверхности сферы Sr достаточно большого радиуса r или
длины окружности Lr того же радиуса. Площадь поверхности и длина окружности
являются геометрическими инвариантами и, следовательно, не зависят от выбора
системы координат. После этого надо вычислить отношения Sr/r

2 и Lr/r, где r –
измеренный радиус. Если отношения будут равны 4π и 2π соответственно, то мож-
но утверждать, что измеряемый радиус – это действительно радиальная координата
Шварцшильда, r = ρ.

Другой способ. Посылаем космический корабль со скоростью света к горизонту
(Солнцу) и обратно. После возвращения, смотрим на показания часов, находящих-
ся на корабле. Это будет собственное время, которое равно удвоенному значению
канонического параметра для светоподобной экстремали от Земли до горизонта, и
которое является геометрическим инвариантом. Из этого условия можно найти зна-
чение наблюдаемого радиуса r.

В общей теории относительности мы требуем, чтобы пространство-время было
максимально продолжено вдоль экстремалей (геодезических). Это означает, что лю-
бую экстремаль на псевдоримановом многообразии (M, g) можно либо продолжить до
бесконечного значения канонического параметра в обе стороны, либо при конечном
значении канонического параметра она попадет в сингулярную точку, где какой либо
из геометрических инвариантов обратится в бесконечность. Более подробно этот во-
прос обсуждался в разделе ??. Метрика Шварцшильда в координатах Шварцшильда
(1.1) геодезически неполна на горизонте, и многообразие (пространство-время) мож-
но продолжить, например, перейдя к координатам Крускала–Секереша.

В сферически симметричном случае четырехмерное пространство-время пред-
ставляет собой топологическое произведение M = U × S2 двумерной лоренцевой
поверхности U на сферу S2. Максимально продолженные вдоль геодезических по-
верхности U удобно изображать в виде диаграмм Картера–Пенроуза, которые были
описаны в главе ??. Чтобы пояснить смысл диаграмм и ввести обозначения, рассмот-
рим

Пример 1.1.1. Плоскость Минковского. Рассмотрим плоскость Минковского
R1,1 с декартовыми координатами t, x. Введем светоподобные координаты

u := t+ x, v := t− x

и отобразим всю плоскость на квадрат вдоль светоподобных направлений:

U := arctg u ∈
(
−π

2
,
π

2

)
, V := arctg v ∈

(
−π

2
,
π

2

)
, (1.5)

который изображен на рис.1.1.
Этот квадрат представляет собой диаграмму Картера–Пенроуза для плоскости

Минковского R1,1. На диаграмме буквы i+ и i− обозначают пространственноподоб-
ные бесконечности будущего и прошлого соответственно. Они изображены закра-
шенными кружками, что означает их геодезическую полноту. Буквы J± обознача-
ют светоподобные бесконечности будущего и прошлого. Они изображены жирными
прямыми линиями, т.к. геодезически полны. Буквы i0 обозначают левую и правую
времениподобные пространственные бесконечности. Они также геодезически полны
и поэтому изображены закрашенными кружками.

Пространство-время Минковского R1,1 является геодезически полным многооб-
разием. Геодезическими являются прямые линии и только они на плоскости t, x.
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Рис. 1.1: Диаграмма Картера–Пенроуза для плоскости Минковского R1,1

Поскольку отображение (1.5) проводится вдоль светоподобных направлений, то све-
топодобные геодезические на диаграмме Картера–Пенроуза являются прямыми от-
резками, идущими как и прежде под углами ±π/4. Они начинаются и заканчива-
ются на сторонах квадрата. Это свойство позволяет легко представить причинную
структуру пространства-времени, т.к. световые конусы в каждой точке такие же как
и на исходной плоскости Минковского. После отображения (1.5) времени- и про-
странственноподобные геодезические уже не будут прямыми линиями на диаграмме
Картера–Пенроуза за исключением осей абсцисс и ординат. Все времениподобные
геодезические начинаются в пространственноподобной бесконечности прошлого i−

и заканчиваются в пространственноподобной бесконечности будущего i+. Все про-
странственноподобные геодезические соединяют левую и правую пространственные
бесконечности i0.

Плоскость Минковского имеет много векторных полей Киллинга, соответствую-
щих трансляциям и вращениям. Трансляциям по времени соответствует поле Кил-
линга ∂t. Его интегральные кривые на плоскости t, x – это прямые, параллельные оси
ординат t. На диаграмме Картера–Пенроуза они показаны в виде тонких сплошных
линий, соединяющих бесконечность прошлого i− и будущего i+.

Хотя бесконечности прошлого и будущего i± изображены на диаграмме Картера–
Пенроуза в виде точек (кружков), следует помнить, что в пространстве-времени R1,1

им соответствуют пространственноподобные прямые бесконечной длины. Это же от-
носится и к пространственным бесконечностям i0. Если на плоскости Минковского
R1,1 заданы какие либо функции, то на диаграмме Картера–Пенроуза бесконечности
i± и i0 будут являться существенно особыми точками для этих функций, т.к. пределы
в общем случае будут зависеть от пути, по которому мы к ним приближаемся.

Максимально продолженное пространство-время M, соответствующее метрике
Шварцшильда (1.1), представляет собой топологическое произведение некоторой ло-
ренцевой поверхности U на сферу S2: M = U × S2. Сфера является геодезически
полным многообразием без каких либо особенностей. Поэтому в дальнейшем мы со-
средоточимся на исследовании лоренцевой поверхности U с координатами t, ρ, кото-
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рые входят в метрику (1.1), и соответствующей двумерной частью метрики

ds2 =

(
1− 2M

ρ

)
dt2 − dρ2

1− 2M

ρ

. (1.6)

Эта двумерная метрика имеет один вектор Киллинга ∂t. Общий подход к построению
максимально продолженных лоренцевых поверхностей с одним вектором Киллинга
был описан в главе ??, где координата ρ обозначалась буквой q поскольку далеко не
всегда ей можно было придать смысл какого либо радиуса. В частности, двумерная
метрика (1.6) была рассмотрена в разделе ??.

Повторим результат. Максимально продолженная вдоль экстремалей лоренцева
поверхность U изображается в виде диаграммы Картера–Пенроуза, показанной на
рис.1.2. В квадратных статических конформных блоках I и III координата ρ меняется

Рис. 1.2: Диаграмма Картера–Пенроуза для решения Шварцшильда.

в пределах 2M < ρ < ∞, пространственноподобна и является аналогом радиальной
координаты сферической системы координат. В блоке I координата ρ возрастает сле-
ва направо, а в блоке III – справа налево. В треугольных однородных конформных
блоках II и IV координата ρ меняется в пределах 0 < ρ < 2M и является вре-
мениподобной. В блоке II она возрастает сверху вниз, а в блоке IV – снизу вверх.
Конформные блоки на диаграмме Картера–Пенроуза склеены вдоль горизонтов, со-
ответствующих радиусу Шварцшильда ρs = 2M , которые показаны на диаграмме
пунктирными линиями. Центральная точка (место пересечения горизонтов), которая
на диаграмме Картера–Пенроуза помечена окружностью, является седловой точкой
для координаты ρ.

На диаграмме Картера–Пенроуза пространственноподобные бесконечности буду-
щего и прошлого i+ и i−, левая и правая времениподобные пространственные беско-
нечности i0 являются геодезически полными и изображены закрашенными кружка-
ми. Светоподобные бесконечности будущего и прошлого J+ и J− геодезически полны
и показаны жирными прямыми. Горизонты обозначены пунктирными линиями внут-
ри диаграммы, поскольку не являются геодезически полными. Сингулярные грани-
цы, соответствующие ρ = 0, геодезически неполны.

Наглядность диаграммы Картера–Пенроуза заключается в том, что световые ко-
нусы в каждой внутренней точке образованы двумя пересекающимися прямыми, иду-
щими под углами ±π/4, так же, как и на плоскости Минковского R1,1. Отсюда сразу
следует, что никакая времениподобная или светоподобная экстремаль (геодезиче-
ская), которая начинается внутри блока II, не может попасть в области I или III,
а с необходимостью попадет на сингулярность ρ = 0, расположенную сверху, при
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конечном значении канонического параметра. По этой причине верхнюю сингуляр-
ность ρ = 0 называют сингулярностью черной дыры, а область II под горизонтом –
внутренностью черной дыры.

Максимально продолженное решение Шварцшильда описывает две вселенные:
I и III. Мы находимся либо во вселенной I, либо в III. Эти вселенные между со-
бой не связаны причинно: никакой наблюдатель из вселенной I не может попасть
во вселенную III и наоборот, т.к. никакие их точки нельзя соединить времени- или
светоподобной кривой. При этом у наблюдателя из вселенной I есть две возмож-
ности: либо жить вечно, чему соответствуют времениподобные кривые, уходящие в
пространственноподобную бесконечность будущего i+ (она изображена закрашенным
кружком в верхнем правом углу диаграммы), либо за конечное собственное время
угодить в черную дыру ρ = 0 после пересечения горизонта.

Заметим, что с точки зрения внешнего наблюдателя, который измеряет координа-
ты Шварцшильда, приближение к горизонту займет бесконечное время t. Это легко
видеть для радиальных светоподобных экстремалей, которые определяются услови-
ем ds2 = 0. Действительно, для метрики (1.6) радиальные светоподобные экстремали
определяются уравнением (

1− 2M

ρ

)
dt2 − dρ2

1− 2M

ρ

= 0.

Отсюда следует равенство

t =

∫
ρdρ

ρ− 2M
.

Этот интеграл логарифмически расходится на горизонте при ρ = 2M . Следователь-
но, радиальные светоподобные экстремали с точки зрения внешнего наблюдателя
приближаются к горизонту бесконечно долго. Аналогичный анализ можно прове-
сти и для времениподобных экстремалей. То есть внешний наблюдатель никогда не
увидит прохождение чего либо через горизонт. С точки зрения же падающего на-
блюдателя он благополучно пересечет горизонт при конечном значении собственно-
го времени и продолжит падение на черную дыру, пока не достигнет сингулярности
ρ = 0 при конечном значении канонического параметра (собственного времени).

Светоподобные экстремали из вселенной I попадают либо в правую светоподоб-
ную бесконечность будущего J+ при бесконечном значении канонического параметра,
либо достигают сингулярности черной дыры при конечном значении канонического
параметра.

Из внутренности белой дыры (область IV) времениподобные экстремали могут
попасть во все три области I, II и III. Однако никакой наблюдатель из вселенной I
или III не может попасть внутрь белой дыры.

Времениподобные пространственные бесконечности слева и справа i0 можно со-
единить с внутренней точкой диаграммы Картера–Пенроуза только пространствен-
ноподобной кривой при условии, что тип кривой не меняется от точки к точке.

С точки зрения задачи Коши, решение волнового уравнения в области I опре-
деляется начальными данными вблизи сингулярности белой дыры ρ = 0 и правой
пространственноподобной бесконечности прошлого i−.

В разделе ?? мы доказали, что диаграмма Картера–Пенроуза для решения Шварц-
шильда представляет собой гладкую двумерную лоренцеву поверхность с гладкой
метрикой. При этом лоренцева поверхность с метрикой (1.6) при −∞ < t < ∞ и
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2M < ρ <∞ изометрична области I и области III. Лоренцева поверхность с коорди-
натами −∞ < t <∞ и 0 < ρ < 2M изометрична области II и области IV.

Векторное поле Киллинга ∂t времениподобно в блоках I и III (метрика статична)
и пространственноподобно в блоках II и IV (метрика однородна). Соответствующие
траектории Киллинга показаны на диаграмме Картера–Пенроуза тонкими сплошны-
ми линиями внутри блоков. Горизонты на поверхности U являются светоподобными
траекториями Киллинга. Это становится ясным, когда метрика Шварцшильда (1.6)
записана в координатах Эддингтона–Финкельстейна или Крускала–Секереша.

Таким образом, координаты Шварцшильда не покрывают всю лоренцеву поверх-
ность U и, следовательно, не являются глобальными.

1.2 Координаты Эддингтона–Финкельстейна
Для того, чтобы доказать дифференцируемость метрики при склейке конформных
блоков вдоль горизонтов в разделе ?? мы использовали координаты Эддингтона–
Финкельстейна, которые первоначально были введены именно для решения Шварц-
шильда [?, ?]. Перейдем от координат Шварцшильда к координатам Эддингтона–
Финкельстейна t, ρ 7→ ξ, ρ, где

t := ξ −
∫ ρ dr

1− 2M
r

= ξ − ρ− 2M ln|ρ− 2M |. (1.7)

Это преобразование временно́й координаты определено при 0 < ρ < 2M и 2M < ρ <
∞. Постоянная интегрирования соответствует сдвигу t, и мы, для простоты, положи-
ли ее равной нулю. Для соответствующих дифференциалов справедливо равенство

dt = dξ − dρ

1− 2M
ρ

,

и метрика Шварцшильда (точнее, ее двумерная t, ρ часть) в новых координатах при-
нимает вид

ds2 =

(
1− 2M

ρ

)
dξ2 − 2dξdρ. (1.8)

Эта метрика невырождена, det gαβ = −1, и определена при всех значениях координат

−∞ < ξ <∞, 0 < ρ <∞, (1.9)

т.е. на полуплоскости ξ, ρ.
Преобразование координат Шварцшильда к координатам Эддингтона–Финкельстейна

(1.7) хорошо определено при 0 < ρ < 2M и 2M < ρ < ∞, однако вырождено на го-
ризонте ρs. Таким образом внутренность конформных блоков I и II отображается на
две непересекающиеся области полуплоскости (1.9), которые гладко склеены вдоль
горизонта ρs. Эта полуплоскость на диаграмме Картера–Пенроуза (см. рис.1.3 слева)
изображена в виде диагональной цепочки конформных блоков, идущих сверху слева
вниз направо. Вдоль этой цепочки координата ρ увеличивается от нуля до бесконеч-
ности.

Координаты Шварцшильда не различают конформные блоки типа I и III, а так-
же блоки типа II и IV. Поэтому метрике (1.8) соответствует также вторая цепочка
конформных блоков, идущая снизу справа наверх налево (возрастание координаты
ρ).
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Рис. 1.3: Координаты Эддингтона–Финкельстейна ξ, ρ (слева) и η, ρ (справа) на диа-
грамме Картера–Пенроуза для решения Шварцшильда.

Введенные координаты Эддингтона–Финкельстейна склеивают конформные бло-
ки I–II и III–IV. Можно также ввести другие координаты Эддингтона–Финкельстейна
t, ρ 7→ η, ρ, которые склеивают блоки I–IV и II–III. Формула соответствующего пре-
образования имеет вид

t := η +

∫ ρ dr

1− 2M
r

= η + ρ+ 2M ln|ρ− 2M |,

где, как и раньше, 0 < ρ < 2M или 2M < ρ < ∞. Метрика в этих координатах
примет вид

ds2 =

(
1− 2M

ρ

)
dη2 + 2dηdρ.

Полученная метрика невырождена и определена на полуплоскости

−∞ < η <∞, 0 < ρ <∞.

На диаграмме Картера–Пенроуза (см. рис.1.3 справа) эта полуплоскость изобража-
ется в виде диагональных цепочек конформных блоков, которые идут либо снизу
слева вверх направо, либо сверху справа вниз налево, что соответствует возраста-
нию координаты ρ.

Двумерная поверхность с метрикой (1.8) не является максимально продолженной.
Можно показать, что экстремали на полуплоскости (1.9) неполны при ξ → −∞ для
цепочки конформных блоков I–II и при ξ → ∞ для цепочки конформных блоков
II–IV. Чтобы ввести глобальные координаты на всей диаграмме Картера–Пенроуза
введем координаты Крускала–Секереша.

1.3 Координаты Крускала–Секереша

Координаты Крускала–Секереша U, V являются глобальными, покрывают всю ло-
ренцеву поверхность U и вводятся следующим образом. Для ясности, введем ко-
ординаты Крускала–Секереша в несколько этапов. Во-первых, запишем двумерную
часть метрики Шварцшильда (1.6) в черепашьих координатах t, ρ 7→ t, r (для опре-
деленности мы рассмотрим область вне горизонта ρ > 2M),

ds2 =

(
1− 2M

ρ

)
(dt2 − dr2), (1.10)
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где новая координата r связана со старой дифференциальным уравнением

dρ

dr
= ±

(
1− 2M

ρ

)
. (1.11)

В этом уравнении знак “+” соответствует статическому блоку I, а знак “−” – ста-
тическому блоку III. Это соответствует преобразованию r 7→ −r. В обоих случаях
новая координата r, если ее изобразить на диаграмме Картера–Пенроуза, возрастает
слева направо. Уравнение (1.11) легко решается:

r = ± (ρ+ 2M ln|ρ− 2M |) , (1.12)

где мы положили несущественную постоянную интегрирования, которая соответ-
ствует сдвигу r, равной нулю.

Если радиальная координата ρ ∈ (2M,∞), то пространственная координата r
меняется от −∞ до ∞. Тем самым внешнее решение Шварцшильда изометрично
всей плоскости t, r с метрикой (1.10).

Теперь на плоскости t, r введем конусные координаты t, r 7→ ξ, η, где

ξ := t+ r, η := t− r.

Тогда метрика примет вид
ds2 = Φdξdη,

где

Φ := 1− 2M

ρ

– конформный множитель, в котором ρ рассматривается как неявная функция от ξ
и η.

Область I

Введем координаты Крускала–Секереша, совершив конформное преобразование ξ, η 7→
U, V , где

U := 2 e
ξ

4M > 0, V := −2 e−
η

4M < 0. (1.13)

Отсюда следуют связи между дифференциалами:

dξ = 4M
dU

U
, dη = −4M

dV

V
.

Поэтому метрика (1.10) принимает следующий вид

ds2 = −16M2Φ
dUdV

UV
. (1.14)

Поскольку

r =
1

2
(ξ − η) = 2M ln

(
−UV

4

)
, (1.15)

то
−UV

4
= e

r
2M .
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Учитывая связь радиальных координат (1.12), где для области I выбирается знак
“+”, метрику (1.14) запишем в виде

ds2 =
4M2

ρ
e−

ρ
2M dUdV, (1.16)

где радиальная координата Шварцшильда ρ является неявной функцией произведе-
ния UV , которая определяется формулами (1.12) и (1.15):

− UV

4
= |ρ− 2M | e

ρ
2M . (1.17)

Простые вычисления приводят к следующему выражению для временно́й коор-
динаты Шварцшильда

− U

V
= e

t
2M . (1.18)

Это значит, что постоянному времени t = const в координатах Крускала–Секереша
соответствуют прямые линии на плоскости U, V , проходящие через начало координат.

Поскольку координаты ξ, η меняются на всей плоскости, то координаты Крускала–
Секереша (1.13) меняются в квадранте U > 0, V < 0. Таким образом внешнее реше-
ние Шварцшильда изометрично отображено на квадрант I, изображенный на рис.1.4.

Рис. 1.4: Координаты Крускала–Секереша U, V для решения Шварцшильда (слева)
и диаграмма Картера–Пенроуза (справа).

Область III

Теперь на плоскости ξ, η введем новые координаты

U := −2 e−
ξ

4M < 0, V := 2 e
η

4M > 0.

Такие же вычисления, как и в области I, приводят к той же метрике (1.16). Однако
теперь, на плоскости U, V она определена в квадранте III. Области III в уравнении
(1.12) соответствует знак “−” и поэтому связь радиальной координаты Шварцшильда
ρ с координатами Крускала–Секереша задается тем же уравнением (1.17). Таким
образом мы изометрично отобразили внешнее решение Шварцшильда на квадрант
III.

Простые вычисления приводят к тому же выражению (1.18) для временно́й ко-
ординаты Шварцшильда, что и в области I.
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Область II

Преобразование координаты (1.12) определено также при 0 < ρ < 2M , что соответ-
ствует внутреннему решению Шварцшильда. Разница заключается в том, что теперь
координаты r, t определены не на всей плоскости, а только на половине. Если в урав-
нении выбран знак “+”, то координата r меняется от r = 2M ln2M при ρ = 0 до −∞
при ρ = 2M . Если выбран знак “−”, то ρ ∈ (−2M ln2M,∞).

Выберем в уравнении (1.12) знак “+”. Поскольку под горизонтом временна́я и
пространственная координаты меняются местами, то введем конусные координаты
следующим образом:

ξ := r + t, η := r − t. (1.19)

что соответствует повороту плоскости r, t на 90◦ градусов. Теперь перейдем к коор-
динатам Крускала–Секереша

U := 2 e
ξ

4M > 0, V := 2 e
η

4M > 0.

Тогда внутренняя область отобразится в квадрант II. Причем сверху образ внут-
ренней области на U, V плоскости будет определяться уравнением UV < 8M , т.е.
будет ограничен гиперболой UV = 8M . Таким образом внутренняя область решения
Шварцшильда отображена в квадрант II. При этом метрика, как легко проверить
будет иметь тот же вид, что и в первом квадранте (1.16). Связь радиальной коорди-
наты Шварцшильда с координатами Крускала–Секереша задается равенством

UV

4
= |ρ− 2M | e

ρ
2M . (1.20)

Это уравнение отличается знаком от уравнения (1.17) для статичных областей, по-
скольку в квадранте II произведение UV > 0.

Простые вычисления приводят к следующему выражению для временно́й коор-
динаты Шварцшильда

U

V
= e

t
2M . (1.21)

Область IV

Выберем в уравнении (1.12) знак “−”. Поскольку нас интересует внутренняя область
решения Шварцшильда, то введем координаты светового конуса (1.19) и перейдем к
координатам Крускала–Секереша:

U := −2 e−
ξ

4M < 0, V := −2 e−
η

4M < 0.

Поскольку координаты r, t определены на полуплоскости, то внутренняя область ре-
шения Шварцшильда отображается в квадрант IV, причем на координаты Крускала–
Секереша наложено условие UV < 8M , т.е. образ внутренней области ограничен сни-
зу гиперболой UV = 8M . Метрика, как и прежде, будет иметь вид (1.16). Нетрудно
также проверить, что координата ρ связана с координатами Крускала–Секереша тем
же соотношением, что и в области II (1.20).

Простые вычисления приводят к тому же выражению (1.21) для временно́й ко-
ординаты Шварцшильда, что и в области II.

Заметим, что связь координаты ρ с координатами Крускала–Секереша во всех
четырех областях можно записать в виде одного уравнения

− UV

4
= (ρ− 2M) e

ρ
2M , (1.22)
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опустив знак модуля.
Таким образом, мы отобразили два экземпляра внешней области решения Шварц-

шильда ρ > 2M на квадранты I, III и два экземпляра внутреннего решения – в квад-
ранты II, IV, которые ограничены условием UV < 8M . Во всех четырех квадрантах
метрика имеет вид (1.16). При этом связь координаты ρ с координатами Крускала–
Секереша определяется уравнением (1.22). Метрика в координатах Крускала–Секереша
(1.16) определена на части плоскости U, V , которая ограничена сверху и снизу двумя
ветвями гиперболы UV = 8M , как показано на рис.1.4. Горизонтам соответствуют
координатные линии U = 0 и V = 0.

На плоскости U, V можно ввести координаты T,X:

U := T +X, V := T −X,

где T – глобальное время и X – глобальная пространственная координата.
Для того, чтобы из метрики Шварцшильда в координатах Крускала–Секереша

получить диаграмму Картера–Пенроуза, необходимо отобразить конусные коорди-
наты U ∈ R и V ∈ R на конечные интервалы вещественной оси (−a, a) ⊂ R. Это
можно сделать, например, с помощью преобразования координат

u := arctgU ∈
(
−π

2
,
π

2

)
, v := arctg V ∈

(
−π

2
,
π

2

)
.

Тогда на плоскости u, v мы получим диаграмму Картера–Пенроуза. Для полного
счастья функции u(U) и v(V ) нужно подобрать таким образом, чтобы гиперболы
UV = 8M отображались в горизонтальные прямые на плоскости u, v. Ясно, что это
всегда можно сделать.

1.4 Мост Эйнштейна–Розена
В 1935 году Эйнштейн и Розен предложили следующую модификацию решения
Шварцшильда (1.1) [?]. Если решение Шварцшильда рассматривать вне горизон-
та ρ > 2M , то можно ввести новую “радиальную” координату ρ 7→ u(ρ) с помощью
уравнения

1

2
u2 = ρ− 2M > 0. (1.23)

Прямые вычисления приводят к следующей метрике в новых координатах

ds2 =
u2

u2 + 4M
dt2 − (u2 + 4M)du2 − 1

4
(u2 + 4M)2(dθ2 + sin 2θdϕ2). (1.24)

Преобразование радиальной координаты (1.23) проведено таким образом, что если ρ
увеличивается от 2M до бесконечности, то новая координата либо увеличивается от
0 до ∞, либо уменьшается от 0 до −∞.

Поскольку метрика (1.24) получена преобразованием координат из решения Шварц-
шильда, то она также удовлетворяет уравнениям Эйнштейна по крайней мере в обла-
стях u > 0 и u < 0. Эта метрика определена на всей вещественной оси u ∈ R. При этом
два экземпляра внешнего решения Шварцшильда, которым соответствуют положи-
тельные и отрицательные значения u сшиты на гиперповерхности u = 0, которая
представляет собой топологическое произведение прямой t ∈ R на сферу θ, ϕ ∈ S2.
Компоненты метрики (1.24) являются гладкими функциями, поэтому можно предпо-
ложить, что уравнения Эйнштейна удовлетворяются при всех значениях u. Однако
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здесь надо проявить осторожность. Дело в том, что при u = 0 метрика Эйнштейна–
Розена вырождена, ее обратная неопределена, и поэтому сами уравнения Эйнштейна
требуют доопределения. Мы отложим пока этот вопрос.

Метрика (1.24), очевидно, инвариантна относительно инверсии u 7→ −u.
В своей оригинальной работе Эйнштейн и Розен дали следующую физическую

интерпретацию метрики (1.24). Они предположили, что точечная массивная частица
массы M покоится в “центре” сферической системы координат u = 0, а пространство-
время вокруг нее описывается двумя листами u < 0 и u > 0 с метрикой (1.24). При
этом оба листа описывают одну и ту же вселенную.

В настоящее время мосту Эйнштейна–Розена принято давать другую физическую
интерпретацию. С этой целью проведем следующее построение. Мы видим, что мет-
рика (1.24) описывает два внешних решения Шварцшильда, которые гладко сшиты
вдоль гиперповерхности u = 0. Поэтому рассмотрим движение пробных частиц в эк-
ваториальной плоскости θ = π/2. Они движутся в трехмерном пространстве-времени
с метрикой

ds2 =

(
1− 2M

ρ

)
dt2 − dρ2

1− 2M

ρ

− ρ2dϕ2,

которую мы записали в координатах Шварцшильда. Для таких пробных частиц про-
странством являются сечения t = const. То есть в данном случае пространство – это
двумерное многообразие (поверхность) с метрикой

dl2 =
dρ2

1− 2M

ρ

+ ρ2dϕ2, (1.25)

где мы, для наглядности, изменили знак метрики. Будем считать, что ρ и ϕ – это
обычные полярные координаты на евклидовой плоскости.

Для того, чтобы лучше представить себе поверхность с метрикой (1.25) вложим ее
в трехмерное евклидово пространство [?]. Пусть ρ, ϕ, z – цилиндрические координаты
в R3 с евклидовой метрикой

ds2 := dρ2 + ρ2dϕ2 + dz2.

Допустим, что вращательно симметричное вложение задается некоторой функцией
z(ρ). Тогда индуцированная метрика на вложенной поверхности будет иметь вид

dl2 =

[
1 +

(
dz

dρ

)2
]
dρ2 + ρ2dϕ2.

Для того, чтобы эта метрика совпала с метрикой (1.25) необходимо положить(
dz

dρ

)2

=
1

ρ
2M
− 1

.

Это уравнение может быть выполнено только для внешнего решения Шварцшильда
ρ > 2M . Его общее решение имеет вид

z =

∫
dρ√
ρ

2M
− 1

= 4M

√
ρ

2M
− 1 + const. (1.26)
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Постоянная интегрирования соответствует сдвигу координаты z, и мы положим ее
равной нулю. Отсюда следует, что поверхность с метрикой (1.25) можно вложить в
трехмерное евклидово пространство R3, которая задана уравнением

ρ

2M
= 1 +

( z

4M

)2
.

Это – параболоид вращения, который называется параболоидом Фламма и изображен
на рис.1.5. При этом вложении верхняя (z > 0) и нижняя (z < 0) части параболои-
да изометричны экваториальным сечениям (θ = π/2, t = const) внешнего решения
Шварцшильда. Эти сечения гладко сшиты вдоль горловины z = 0, которая соответ-
ствует горизонту ρs = 2M .

Рис. 1.5: Параболоид Фламма в координатах ρ2 = x2 + y2 (a). Та же поверхность в
координатах u2 = x2 + y2 (b).

Параболоид Фламма глобально изометричен экваториальным сечениям θ = π/2,
t = const моста Эйнштейна–Розена. В координатах u, ϕ (1.23) вложение задается
уравнением

z2 = 4Mu2 ⇔ z = ±
√

4Mu.

То есть параболоид превращается в два конуса, и горловина моста стягивается в
точку (см. рис.1.5b).

Проведенное построение позволяет дать следующую физическую интерпретацию
моста Эйнштейна–Розена. Мы имеем две вселенные, которые соответствуют положи-
тельным и отрицательным значениям координаты z. Обе вселенные являются асимп-
тотически плоскими на больших расстояниях ρ → ∞. В “центре” ρ = 2M ⇔ u = 0
вселенные склеены. Такую конфигурацию называют кротовой норой, поскольку че-
рез нее мы имеем возможность попасть из одной вселенной в другую.

Теперь рассмотрим как ведет себя кривизна моста Эйнштейна–Розена. Матрица
Якоби преобразования координат (t, u, θ, ϕ) 7→ (t, ρ, θ, ϕ) диагональна,

∂(t, ρ, θ, ϕ)

∂(t, u, θ, ϕ)
=


1 0 0 0
0 u 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

Поэтому при преобразовании координат Шварцшильда к координатам Эйнштейна–
Розена меняются только те компоненты тензора кривизны, которые содержат индекс
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1. Из формул (1.3) следуют явные выражения для компонент тензора кривизны моста
Эйнштейна–Розена:

R0u0u = − 2Mu2(
1
2
u2 + 2M

)3 , Ru2u2 = −2M,

R0202 =
Mu2

2
(
1
2
u2 + 2M

)2 , Ru3u3 = −2M sin 2θ, (1.27)

R0303 =
Mu2

2
(
1
2
u2 + 2M

)2 sin 2θ, R2323 = 2M

(
1

2
u2 + 2M

)
sin 2θ.

Квадрат тензора кривизны (=тензора Вейля) для моста Эйнштейна–Розена имеет
вид

RαβγδR
αβγδ =

48M2(
1
2
u2 + 2M

)6 .
Отметим, что и компоненты тензора кривизны, и квадрат тензора кривизны явля-
ются гладкими функциями при u = 0, где сшиваются два внешних решения Шварц-
шильда.

Мы видим, что, не смотря на то, что метрика (1.24) вырождена при u = 0 и ком-
понента обратной метрики g00 в этой точке имеет полюс, компоненты ковариантного
тензора кривизны определены (полюс сокращается). Сокращение полюса происходит
также в тензоре Риччи и скалярной кривизне. Поэтому можно считать, что вакуум-
ные уравнения Эйнштейна

Rαβ = 0

выполнены во всем пространстве-времени R2 × S2, где t, u ∈ R2.
В заключение раздела отметим, что аналогичным образом можно сшить два внут-

ренних решения Шварцшильда. При 0 < ρ < 2M совершим преобразование коорди-
наты

1

2
u2 := 2M − ρ > 0. (1.28)

В новых координатах метрика примет вид

ds2 =
u2

u2 − 4M
dt2 − (u2 − 4M)du2 − 1

4
(u2 − 4M)(dθ2 + sin 2θdϕ2). (1.29)

При этом два внутренних решения Шварцшильда отображаются на положительные
и отрицательные значения координаты u:

0 < ρ < 2M ⇔ 0 < |u| < 2
√
M.

Для метрики (1.29) координата t является пространственноподобной, а u – времени-
подобной.

1.5 Изотропные координаты
Приведем пространственную часть метрики Шварцшильда

ds2 = − dρ2

1− 2M
ρ

− ρ2(dθ2 + sin 2θdϕ2)



18 ГЛАВА 1. РЕШЕНИЕ ШВАРЦШИЛЬДА

к конформно плоскому виду. С этой целью совершим преобразование радиальной
координаты ρ 7→ ρ(r). Тогда пространственная часть метрики примет вид

ds2 = − ρ′2dr2

1− 2M
ρ

− ρ2(dθ2 + sin 2θdϕ2),

где штрих обозначает дифференцирование по r. Для того, чтобы эта метрика была
конформно плоской необходимо и достаточно, чтобы функция ρ(r) удовлетворяла
уравнению

ρ2

r2
=

ρ′2

1− 2M
ρ

.

Рассмотрим область вне горизонта 2M < ρ < ∞ и предположим, что ρ′ > 0, т.е. ра-
диальные координаты возрастают одновременно. Тогда функция ρ(r) удовлетворяет
уравнению

ρ

r
=

ρ′√
1− 2M

ρ

.

Общее решение этого уравнения имеет вид

Cr =
√
ρ2 − 2Mρ+ ρ−M

или

ρ =
(Cr +M)2

2Cr
,

где C > 0 – постоянная интегрирования.
Пространственная часть метрики Шварцшильда в новых координатах является

конформно евклидовой:

ds2 = −Φ
[
dr2 + r2(dθ2 + sin 2θdϕ2)

]
,

где

Φ(r) =
(Cr +M)4

4C2r4

– конформный множитель. Потребуем, чтобы полученная метрика была асимптоти-
чески евклидовой, т.е.

lim
r→∞

Φ(r)→ 1.

Отсюда находится постоянная интегрирования: C = 2, что мы и предположим. Тогда
преобразование радиальной координаты примет вид

ρ = r

(
1 +

M

2r

)2

. (1.30)

Теперь нетрудно вычислить компоненту g00 метрики Шварцшильда:

1− 2M

ρ
=

(
1− M

2r

1 + M
2r

)2

.
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Таким образом, метрика Шварцшильда в новой системе координат принимает
вид

ds2 =

(
1− M

2r

1 + M
2r

)2

dt2 −
(

1 +
M

2r

)4 [
dr2 + r2(dθ2 + sin 2θdϕ2)

]
. (1.31)

При M > 0 эта метрика определена всюду в R4 за исключением мировой линии
начала сферической системы координат,

−∞ < t <∞, 0 < r <∞, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ < 2π.

Очевидно, что полученная метрика является гладкой.
Поскольку данная метрика получена из решения Шварцшильда преобразованием

координат (1.30), то она удовлетворяет вакуумным уравнениям Эйнштейна всюду в
R4 за исключением мировой линии начала сферической системы координат.

Каждое сечение постоянного времени t = const является конформно плоским и,
следовательно, изотропным. Поэтому координаты t, r, θ, ϕ называют изотропными.
Изотропные координаты для метрики Шварцшильда давно и хорошо известны (см.,
например, [?]).

Определитель метрики (1.31) равен

det gαβ = −
(

1− M

2r

)2(
1 +

M

2r

)10

r4 sin 2θ. (1.32)

Следовательно, эта метрика вырождена на сфере радиуса

r∗ :=
M

2
, (1.33)

который соответствует горизонту ρs = 2M в решении Шварцшильда, и на оси z
(θ = 0, π). Вырождение на оси z связано со сферической системой координат при
z 6= 0.

Мы уже показали, что все геометрические инварианты для метрики Шварцшиль-
да, построенные из тензора кривизны, не имеют особенностей на горизонте, и, сле-
довательно, на сфере радиуса r∗.

Преобразование координат (1.30) показано на рис.1.6. Когда радиус r убывает
от бесконечности до критического значения r∗ := M/2, то радиальная координата
Шварцшильда ρ убывает от∞ до горизонта ρs := 2M . Затем, по мере убывания r от
r∗ до нуля, радиус ρ возрастает от ρs до ∞. Таким образом два экземпляра метрики
Шварцшильда вне горизонта 2M < ρ <∞ отображаются на две различные области
в R3: 0 < r < r∗ и r∗ < r < ∞. На сфере r = r∗ они гладко сшиваются. При этом
пространственная часть метрики невырождена. Заметим, что площадь поверхности
сферы при приближении к началу координат стремится к бесконечности. Это связано
с тем, что компоненты пространственной части метрики (1.31) расходятся при r → 0.

Легко вычислить пространственную асимптотику нулевой компоненты метрики
(1.31)

g00 ≈ 1− 2M

r
, r →∞.

Она такая же, как и у метрики Шварцшильда в координатах Шварцшильда. Это
неудивительно, т.к. ρ→ r при r →∞. Это означает, что с законом тяготения Ньюто-
на для метрики (1.31) все в порядке, поскольку он определяется асимптотикой при
r →∞.
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Рис. 1.6: Преобразование от координат Шварцшильда к изотропным координатам.

Метрика Шварцшильда в изотропных координатах (1.31) инвариантна относи-
тельно следующего преобразования радиальной координаты

r 7→ r′ :=
M2

4r
⇔ 2r′

M
=
M

2r
. (1.34)

Это утверждение легко проверяется. При таком преобразовании координат точки
пространства-времени отражаются относительно критической сферы. Сама крити-
ческая сфера r∗ = M/2 остается неподвижной. Начало координат r = 0 отображает-
ся в бесконечно удаленную точку r′ = ∞, и, наоборот, бесконечно удаленная точка
r =∞ отображается в начало координат r′ = 0.

Заметим, что шварцшильдовская радиальная координата (1.30) не меняется:

ρ = r′
(

1 +
M

2r′

)2

.

То есть одной и той же точке внешнего решения Шварцшильда соответствует две
точки пространства-времени с метрикой (1.31): одна – внутри критической сферы, а
другая – снаружи. Преобразование координат (??) меняет эти точки местами.

Метрика Шварцшильда в изотропных координатах глобально изометрична мет-
рике моста Эйнштейна–Розена. Изометрия задается преобразованием

u =
√

2r

(
1− M

2r

)
, r > 0.

При этом внешние решения Шварцшильда, соответствующее положительным и от-
рицательным значениям u, отображаются во внешность и внутренность сферы кри-
тического радиуса r∗ := M/2:

u > 0, r∗ < r <∞,
u = 0, r = r∗,

u < 0, 0 < r < r∗.

Качественное поведение функции u(r) показано на рис.1.7.
Инвариантности метрики Эйнштейна–Розена относительно инверсии u 7→ u′ :=

−u соответствует инвариантность метрики Шварцшильда в изотропных координатах
относительно преобразования радиальной координаты (1.34), поскольку справедлива
формула

u =
√

2r

(
1− M

2r

)
= −
√

2r′
(

1− M

2r′

)
,

в чем можно убедиться прямой проверкой.
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u

r
*

2

M
r 

Рис. 1.7: Качественное поведение функции u(r).

1.6 Координаты Пенлеве–Гулстранда
Пусть в пространстве-времени задана метрика Шварцшильда в координатах Шварц-
шильда (1.1). Совершим преобразование временно́й координаты (t, ρ, θ, ϕ) 7→ (T, ρ, θ, ϕ),
где функция T = T (t, ρ) имеет вид [?, ?]

T := t∓

(
4M arth

√
2M

ρ
− 2
√

2Mρ

)
. (1.35)

Отсюда вытекает связь дифференциалов

dT = dt±
√

2Mρ

ρ− 2M
dρ = dt±

√
2M
ρ

1− 2M
ρ

dρ. (1.36)

Разрешив это соотношение относительно dt и подставив в метрику Шварцшильда
(1.1), получим выражение для метрики в координатах Пенлеве–Гулстранда

ds2 = dT 2 −

(
dρ±

√
2M

ρ
dT

)2

− ρ2(dθ2 + sin 2θdϕ2) =

=

(
1− 2M

ρ

)
dT 2 ∓ 2

√
2M

ρ
dTdρ− dρ2 − ρ2(dθ2 + sin 2θdϕ2).

(1.37)

Характерной особенностью данной метрики является то, что все сечения постоянного
времени T = const являются трехмерными евклидовыми пространствами R3. За эту
наглядность пришлось заплатить наличием в метрике недиагонального слагаемого
dtdρ.

Преобразование координат (1.35) определено только вне горизонта, т.к. функция
arcth не определена при ρ ∈ (0, 2M).

Матрица Якоби преобразования координат (t, ρ) 7→ (T, ρ) имеет вид

∂(T, ρ)

∂(t, ρ)
=

(
1 ±

√
2Mρ

ρ−2M
0 1

)
.

Отсюда следует, что якобиан преобразования координат (1.35) равен единице.
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Если в выражении для метрики (1.37) перейти от сферических координат к де-
картовым (ρ, θ, ϕ 7→ x, y, z), то метрика будет определена всюду в R4 за исключением
мировой линии начала координат ρ = 0. То есть она определена в большей области,
чем преобразование координат (1.35) и покрывает не только область вне горизонта,
ρ ∈ (2M,∞), но и под горизонтом, ρ ∈ (0, 2M). При этом на горизонте ρ = 2M
она невырождена. Это значит, что метрика Шварцшильда в координатах Пенлеве–
Гулстранда покрывает области I и II или III и IV на диаграмме Картера–Пенроуза
аналогично координатам Эддингтона–Финкельстейна.

Действительно, под горизонтом ρ ∈ (0, 2M) определено преобразование коорди-
нат

T := t∓
(

4M arth

√
ρ

2M
− 2
√

2Mρ

)
. (1.38)

Нетрудно проверить, что для дифференциалов преобразования координат мы полу-
чаем прежнее выражение (1.36).

Преобразования координат (1.35) и (1.38) определены, соответственно, вне и под
горизонтом при всех t ∈ R. При фиксированном значении радиуса ρ – это просто
сдвиг временно́й координаты. Если зафиксировать t, например, положив t = 0, и
выбрать знак минус в выражениях (1.35) и (1.38), тогда функция T (t = 0, ρ) будет
убывать от 0 до −∞ при ρ ∈ (0, 2M) и возрастать от −∞ до ∞ при ρ ∈ (2M,∞).
Качественное поведение этой функции показано на рис.1.8.

Рис. 1.8: Качественное поведение функции T (t, ρ) при t = 0.

Метрика Пенлеве–Гулстранда (1.37) является асимптотически плоской на бес-
конечности ρ → ∞. При этом компонента g00 имеет ту же асимптотику, что и в
координатах Шварцшильда.

1.7 Вложения решения Шварцшильда

Для того, чтобы наглядно представить себе топологически нетривиальное много-
образие, его можно вложить в плоское пространство более высокой размерности.
Например, сферу обычно представляют в виде поверхности в трехмерном евклидо-
вом пространстве, S2 ↪→ R3. При этом становится очевидной гладкость сферы как
многообразия и ее симметрии. Вскоре после нахождения решения Шварцшильда по-
явились попытки его вложения в плоское пространство-время более высокой размер-
ности. Было доказано, что локальное вложение решения Шварцшильда в пятимерное
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плоское пространство-время невозможно [?]. Кроме этого, Казнер построил вложе-
ние решения Шварцшильда в шестимерное пространство-время R2,4. Таким образом,
минимальная размерность плоского пространства-времени, в которое локально вкла-
дывается решение Шварцшильда, равна шести. В настоящее время известно шесть
минимальных вложений [?]. Ниже мы опишем три из них, которые можно назвать
гиперболическим, эллиптическим и параболическим.

Вложение Фронсдела

Метрику решения Шварцшильда (1.1) можно вложить в плоское шестимерное про-
странство. Точнее, в шестимерное пространство Минковского R1,5 можно вложить
четырехмерное многообразие M ↪→ R1,5 таким образом, что индуцированная на нем
метрика совпадает с метрикой (1.1) в какой то части подмногообразия M. Это под-
многообразие оказывается максимально продолженным и, по существу, совпадает с
расширением Крускала–Секереша решения Шварцшильда [?]. Вложение Фронсдела
является гиперболическим.

Рассмотрим шестимерное пространство Минковского R1,5 с декартовыми коорди-
натами {Z1, . . . , Z6}. Метрика этого пространства, по-определению, имеет вид

ds2 :=
(
dZ1

)2 − (dZ2
)2 − (dZ3

)2 − (dZ4
)2 − (dZ5

)2 − (dZ6
)2
. (1.39)

Будем рассматривать это многообразие, как топологическое произведение R1,5 =
R1,2 ×R3 трехмерного пространства Минковского R1,2 с декартовыми координатами
{Z1, Z2, Z3} и трехмерного евклидова пространства R3 с декартовыми координатами
{Z4, Z5, Z6}.

Четырехмерное многообразие с метрикой Шварцшильда представляет собой то-
пологическое произведение двумерного лоренцева многообразия и двумерной сферы,
M = U × S2. Будем считать, что на этом многообразии в некоторой окрестности за-
даны координаты t, ρ, θ, ϕ, которые мы отождествим с теми координатами, которые
входят в решение Шварцшильда (1.1). При этом мы считаем, что координаты t, ρ
заданы на U, а θ, ϕ – обычные сферические координаты на сфере S2.

Мы умеем вкладывать сферу в трехмерное евклидово пространство и поэтому
положим

Z4 := ρ sin θ cosϕ,

Z5 := ρ sin θ sinϕ,

Z6 := ρ cos θ,

(1.40)

где ρ, θ, ϕ – три (из четырех) координат на M. Тогда справедливо равенство (??)

−
(
dZ4

)2 − (dZ5
)2 − (dZ6

)2
= −dρ2 − ρ2( sin 2dθ2 + dϕ2).

Это есть евклидова метрика в R3 в сферических координатах, взятая с обратным
знаком. Второе слагаемое в правой части является метрикой на сфере, которая инду-
цирована вложением S2 ↪→ R3. Вложение S2 ↪→ R3 можно также описать с помощью
алгебраического уравнения (

Z4
)2

+
(
Z5
)2

+
(
Z6
)2

= ρ2. (1.41)

Это вложение, очевидно, симметрично относительно SO(3) вращений. Такое описа-
ние вложения является глобальным, в то время как параметризация (1.40) локальна.
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Теперь нам необходимо добавить четвертую координату t и вложить двумерную
лоренцеву поверхность U в трехмерное пространство Минковского R1,2. Для внеш-
него решения Шварцшильда при ρ > 2M это можно сделать следующим образом

Z1 := ±4M

√
1− 2M

ρ
sh

t

4M
,

Z2 := ±4M

√
1− 2M

ρ
ch

t

4M
,

Z3 := f(ρ),

(1.42)

где f(ρ) – некоторая дифференцируемая пока неизвестная функция от ρ. Функции
Z1 и Z2 подобраны таким образом, чтобы в индуцированной метрике отсутствовали
перекрестные члены dtdρ и коэффициент при dt2 имел тот же вид, что и в метрике
Шварцшильда. Если теперь подставить выражения для всех дифференциалов dZ в
исходную метрику Лоренца (1.39), то получим следующее выражение для индуци-
рованной метрики

ds2 =

(
1− 2M

ρ

)
dt2 − 16M4dρ2

ρ4
(

1− 2M
ρ

) − f ′2dρ2 − dρ2 − ρ2( sin 2dθ2 + dϕ2), (1.43)

где f ′ := df/dρ. Для того, чтобы полученная метрика совпала с метрикой Шварц-
шильда (1.1) необходимо и достаточно, чтобы функция f(ρ) была произвольным
решением следующего дифференциального уравнения

f ′2 =
2M(ρ2 + 2Mρ+ 4M2)

ρ3
. (1.44)

Таким образом, если подмногообразие M ↪→ R1,5 задано параметрически (вернее,
какая то его пока неизвестная часть, на которой определены координаты t, ρ, θ, ϕ),
то функции, определяющие вложение, могут иметь вид (1.40), (1.42), где функция
f(ρ) является произвольным решением обыкновенного дифференциального уравне-
ния (1.44).

Заметим, что вложение U ↪→ R1,2, заданное формулами (1.42), (1.44) индуцирует
на U двумерную лоренцеву метрику

ds2 =

(
1− 2M

ρ

)
dt2 − 2M

ρ− 2M
dρ2,

которая отличается от двумерной части метрики Шварцшильда (1.6). Метрика (1.6)
возникает только после добавления четвертого слагаемого −dρ2 в выражении (1.43).
Поэтому нельзя говорить, что двумерная часть метрики Шварцшильда (1.6) инду-
цирована вложением U ↪→ R1,2. Только четырехмерная метрика Шварцшильда (1.1)
индуцируется вложением U× S2 ↪→ R1,5.

Поскольку вложение двумерной сферы в трехмерное евклидово пространство
S2 ↪→ R3 хорошо известно, то проанализируем вложение двумерной лоренцевой по-
верхности в трехмерное пространство Минковского U ↪→ R1,2, которое задано па-
раметрически уравнениями (1.42) и (1.44). Для того, чтобы понять, как устроено
подмногообразие U в целом, необходимо проанализировать решения дифференциаль-
ного уравнения (1.44). Этот анализ затруднен тем, что уравнение не интегрируется
в явном виде. Тем не менее качественное поведение решений довольно просто.
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Чтобы упростить формулы совершим растяжку радиальной координаты и иско-
мой функции:

ρ 7→ 2Mρ, f 7→ 2Mf. (1.45)

Тогда уравнение (1.44) примет вид

f ′2 =
ρ2 + ρ+ 1

ρ3
. (1.46)

Первое, что бросается в глаза, это то, что правая часть уравнения положительно
определена при ρ > 0, а при ρ → 0 мы имеем степенную особенность. Для опреде-
ленности мы выберем положительный корень f ′ > 0. Отрицательный корень f ′ < 0
соответствует простому отражению координаты Z3 7→ −Z3. Тогда вблизи особенно-
сти уравнение принимает вид

df =
dρ

ρ3/2

и легко интегрируется:

f + const = − 2
√
ρ
.

Постоянная интегрирования соответствует сдвигу координаты Z3 и несущественна.
Асимптотика уравнения (1.46) на бесконечности имеет вид

df =
dρ
√
ρ
.

Откуда следует, что при ρ→∞ решение стремится к функции

f + const = 2
√
ρ.

Таким образом, функция f монотонно возрастает от −∞ до ∞, когда ρ возрастает
от 0 до ∞.

После растяжки координат (1.45) горизонту соответствует значение ρ = 1. Вы-
берем постоянную интегрирования в уравнении (1.46) таким образом, чтобы было
выполнено равенство f(1) = 0. Тогда решение уравнения (1.46) качественно ведет
себя так, как показано на рис.1.9.

Рис. 1.9: Решение уравнения (1.46) с начальным условием f(1) = 0.

Поскольку мы рассматриваем вложение внешнего решения Шварцшильда, то
необходимо ограничиться положительной частью решения, которая соответствует
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ρ > 1. В дальнейшем мы увидим, что отрицательная часть решения описывает вло-
жение внутреннего решения Шварцшильда 0 < ρ < 1.

Заметим, что на горизонте решение уравнения (1.46) никакой особенности не име-
ет.

Чтобы проанализировать вложение U ↪→ R1,2 исключим координату t из описа-
ния. Тогда поверхность U будет задана двумя уравнениями(

Z2
)2 − (Z1

)2
= 4

(
1− 1

ρ

)
,

Z3 =

∫ ρ

a

dρ′

√
ρ′2 + ρ′ + 1

ρ′3
, a > 0.

(1.47)

При ρ ∈ (0,∞) координата Z3 хорошо определена и меняется в интервале Z3 ∈
(−∞,∞). Постоянная интегрирования a соответствует сдвигу Z3 и является несуще-
ственной. Положим a = 1. Тогда горизонты ρ = 1 будут лежать в плоскости Z3 = 0.

Напомним, что мы рассматриваем решение Шварцшильда вне горизонта, т.е.
ρ > 1. Каждому сечению поверхности ρ = const ⇔ Z3 = const соответствует две
ветви гиперболы, которые на плоскости Z1, Z2 лежат в I и III квадрантах, если ось
Z2 выбрана в качестве оси абсцисс, а ось Z1 (время) – ординат. Если во втором
уравнении (1.42) выбран знак плюс, то мы имеем ветвь из квадранта I. Если ми-
нус, то из квадранта III. Знак “±” в первом уравнении (1.42) соответствует взаимной
ориентации координат Z1 и t. На горизонте, ρ = 1, гиперболы вырождаются в две
пересекающиеся прямые Z1 = ±Z2. При ρ→∞ возникают предельные гиперболы(

Z2
)2 − (Z1

)2
= 4. (1.48)

Таким образом, внешнее решение Шварцшильда отображается на ту часть поверх-
ности U, которая проектируется либо в первый, либо в третий квадрант. При этом
проекции поверхности U на квадранты I и III ограничены ветвями гиперболы (1.48)
и прямыми Z1 = ±Z2.

Для внутреннего решения Шварцшильда, 0 < ρ < 2M , вложение определяется
функциями

Z1 := ±4M

√
2M

ρ
− 1 ch

t

4M
,

Z2 := ±4M

√
2M

ρ
− 1 sh

t

4M
,

Z3 := f(ρ),

(1.49)

Анализ проводится аналогично случаю внешнего решения Шварцшильда. После рас-
тяжки (1.45) возникает та же поверхность (1.47), что и для внешнего решения Шварц-
шильда. Отличие заключается в том, что теперь внутреннее решение Шварцшильда
отображается на ту часть поверхности, которая лежит либо над вторым, либо над
четвертым квадрантом плоскости Z1, Z2. При этом проекция поверхности U на плос-
кость Z1, Z2 полностью покрывает квадранты II и IV.

Вложение U ↪→ R1,2, заданное формулами (1.47) при a = 1, показано на рис.1.10.
Система уравнений (1.47) и, следовательно, поверхность U инвариантна относи-

тельно лоренцевых SO↑(1, 1) вращений в плоскости Z1, Z2. Эта инвариантность соот-
ветствует статичности решения Шварцшильда вне горизонта. Кроме этого имеется
симметрия относительно обращения времени Z1 7→ −Z1 и пространства Z2 7→ −Z2.
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1Z
2Z

3Z

Рис. 1.10: Вложение Фронсдела U ↪→ R1,2.

Таким образом, построена гладкая поверхность U, вложенная в трехмерное про-
странство Минковского R1,2. Экстремали полны при ρ → ∞ и неполны при ρ → 0.
Но здесь их продолжать не надо, т.к. кривизна имеет особенность. Поскольку других
граничных точек у поверхности U нет, то построенное вложение определяет макси-
мальное продолжение решения Шварцшильда. Поверхность U взаимно однознач-
но проектируется на ту часть плоскости Z1, Z2, которая ограничена двумя ветвями
предельной гиперболы (1.48). Поэтому координаты Z1, Z2 являются глобальными
координатами для максимального продолжения решения Шварцшильда. Они ана-
логичны глобальным координатам T,X для максимального расширения Крускала–
Секереша.

Сечениями поверхности U ↪→ R1,2, соответствующими постоянному значению ρ,
являются гиперболы при 0 < ρ < 2M и 2M < ρ <∞. На горизонте ρ = 2M гипербо-
лы вырождаются в две пересекающиеся прямые. Абелева группа сдвигов по времени
R 3 t 7→ t + const ∈ R, которая является подгруппой группы симметрии исходной
метрики Шварцшильда (1.1), при вложении Фронсдела реализуется в виде груп-
пы Лоренца SO↑(1, 1) действующей в плоскости Z1, Z2 объемлющего пространства-
времени R1,5. То есть мы имеем гомоморфизм группы сдвигов на группу Лоренца
R → SO↑(1, 1). Поэтому описанное вложение назовем гиперболическим. Оно оказа-
лось не только локальным, но и глобальным, т.к. поверхность U является максималь-
но продолженной вдоль геодезических.

Вложение Казнера

Исторически, первое вложение решения Шварцшильда в шестимерное пространство-
время было предложено Казнером [?]. Мы увидим, что вложение Казнера является
вложением только внешней части решения Шварцшильда и потому является только
локальным. Оно является эллиптическим.

Рассмотрим плоское пространство–время R2,4 с двумя временны́ми координатами.
Обозначим декартовы координаты через {Y 1, . . . , Y 6}. Метрика этого пространства,
по-определению, имеет вид

ds2 :=
(
dY 1

)2
+
(
dY 2

)2 − (dY 3
)2 − (dY 4

)2 − (dY 5
)2 − (dY 6

)2
. (1.50)

Будем рассматривать это многообразие, как топологическое произведение R2,4 =
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R2,1 × R3 трехмерного псевдоевклидова пространства R2,1 с декартовыми коорди-
натами {Y 1, Y 2, Y 3} и трехмерного евклидова пространства R3 с декартовыми коор-
динатами {Y 4, Y 5, Y 6}.

Таким образом, нам необходимо построить вложение

U× S2 ↪→ R2,1 × R3.

В настоящем разделе U обозначает не максимально продолженную лоренцеву по-
верхность, изображаемую диаграммой Картера–Пенроуза, а только внешнюю часть
решения Шварцшильда.

Как и в случае вложения Фронсдела сферу S2 мы вложим в трехмерное евклидово
пространство R3 с помощью формул (1.40) или (1.41). Вложение U ↪→ R2,1 при ρ >
2M определим формулами

Y 1 := ±4M

√
1− 2M

ρ
sin

t

4M
,

Y 2 := ±4M

√
1− 2M

ρ
cos

t

4M
,

Y 3 := f(ρ),

(1.51)

которые отличаются от вложения Фронсдела тем, что гиперболические функции за-
менены на тригонометрические. Здесь, по-прежнему, f(ρ) – некоторая неизвестная
дифференцируемая функция. Функции Y 1 и Y 2 подобраны таким образом, чтобы
перекрестные члены dtdρ отсутствовали, а коэффициент при dt2 имел тот же вид,
что и в метрике Шварцшильда. При таком вложении метрика, индуцированная на
U× S2, примет вид

ds2 =

(
1− 2M

ρ

)
dt2 +

16M4dρ2

ρ4
(

1− 2M
ρ

) − f ′2dρ2 − dρ2 − ρ2( sin 2dθ2 + dϕ2). (1.52)

Она отличается от метрики (1.43) только знаком перед вторым слагаемым. Для то-
го, чтобы эта метрика совпала с метрикой Шварцшильда, в качестве неизвестной
функции f можно взять произвольное решение дифференциального уравнения

f ′2 =
2M

ρ− 2M

[
1 +

(
2M

ρ

)3
]
. (1.53)

Вне горизонта ρ > 2M правая часть положительно определена и, следовательно,
вложение существует. Для определенности мы выберем положительный корень f ′ >
0. Отрицательный корень f ′ < 0 соответствует простому отражению координаты
Y 3 7→ −Y 3.

Если ρ→ 2M , то уравнение (1.53) в главном приближении принимает вид

f ′ =

√
4M

ρ− 2M
.

Отсюда следует асимптотика решения уравнения (1.53) вблизи горизонта

f + const = 4
√
M(ρ− 2M), ρ→ 2M. (1.54)
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Постоянная интегрирования соответствует сдвигу координаты Y 3, является несуще-
ственной, и, для простоты, положим ее равной нулю.

На бесконечности ρ→∞ уравнение (1.53) имеет вид

f ′ =

√
2M

ρ
,

и мы получаем асимптотику

f + const = 2
√

2Mρ, ρ→∞.

Таким образом, при увеличении радиуса от горизонта ρ = 2M до бесконечности
решение уравнения (1.53) монотонно возрастает от нуля до бесконечности.

Вложение U ↪→ R2,1, которое определяется формулами (1.51), можно записать в
более прозрачном виде, исключив параметр t:

(
Y 1
)2

+
(
Y 2
)2

= (4M)2
(

1− 2M

ρ

)
,

Y 3 = f(ρ),

(1.55)

где f(ρ) – произвольное решение уравнения (1.53). Это – поверхность вращения во
временно́й плоскости Y 1, Y 2. Сечениями этой поверхности плоскостями, перпенди-
кулярными оси Y 3, являются окружности радиус которых возрастает от нуля при
ρ = 2M ⇔ Y 3 = 0 до 4M при ρ → ∞ ⇔ Y 3 → ∞. Знаки ± в уравнениях (1.51)
несущественны, т.к. соответствуют изменению направления вращения при увеличе-
нии времени t и его сдвигу t 7→ t + const. Вложение поверхности U ↪→ R2,1 показано
на рис.1.11.

1Y

2Y

3Y

Рис. 1.11: Вложение Казнера U ↪→ R2,1.

Проанализируем вложение U ↪→ R2,1 подробнее. Для простоты заменим коорди-
нату Y 3 на ρ. Тогда в системе координат Y 1, Y 2, ρ поверхность U задается первым
алгебраическим уравнением в системе (1.55). На рисунке 1.12 показано сечение по-
верхности U плоскостью Y 1 = 0. Поверхность U является поверхностью вращения
вокруг оси ρ и, как многообразие, является гладкой.
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Рис. 1.12: Сечение Y 1 = 0 вложения U ↪→ R2,1 в координатах Y 2, ρ (a). Поведение
светоподобных геодезических вблизи вершины (b).

Поверхность U можно представить следующим образом. Внешнее решение Шварц-
шильда, точнее, его двумерная часть (1.6) определена на полуплоскости t ∈ (−∞,∞),
ρ ∈ (2M,∞). Ввиду статичности решения мы можем отождествить лучи t ∼ t+8πM ,
что было сделано в формулах (1.51). В результате получится полубесконечный ци-
линдр. Теперь заметим, что длина образующей окружности цилиндра стремится к
нулю при приближении к горизонту ρ → 2M . При вложении Казнера эта окруж-
ность стягивается в точку. Строго говоря, внешняя часть решения Шварцшильда
определена только при ρ > 2M и вершина поверхности вращения ρ = 2M не принад-
лежит U. Однако мы ее добавим, и тогда возникнет гладкая поверхность, которая
диффеоморфна плоскости.

Поверхность U является гладкой, но метрика, индуцированная на ней имеет осо-
бую точку – вершину Y 1 = Y 2 = 0, ρ = 2M , которая соответствует горизонту. Это
видно из вложения. Действительно, во всех точках вне вершины существуют как
времениподобные касательные векторы, так и пространственноподобные. Это зна-
чит, что индуцированная метрика имеет лоренцеву сигнатуру. В то же время все
касательные векторы в вершине времениподобны. То есть индуцированная метрика
не имеет лоренцевой сигнатуры, и вершина является особой точкой для метрики, но
не для поверхности как многообразия. Ниже мы увидим, что данная поверхность с
индуцированной метрикой не является геодезически полной в вершине.

Чтобы проанализировать особую точку, рассмотрим малую окрестность верши-
ны в координатах Y 1, Y 2. Найдем метрику в этих координатах. Из формул (1.55) и
асимптотики (1.54) следует, что вблизи вершины уравнения вложения принимают
вид

(
Y 1
)2

+
(
Y 2
)2

= 8M(ρ− 2M),

Y 3 = 4
√
M(ρ− 2M).

(1.56)

После исключения ρ получим простое алгебраическое уравнение, определяющее вло-
жение вблизи вершины (

Y 1
)2

+
(
Y 2
)2

=
1

2

(
Y 3
)2
. (1.57)
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Теперь вычислим метрику, индуцированную вложением U ↪→ R2,1,

ds2 =
(
dY 1

)2
+
(
dY 2

)2 − (dY 3
)2

=

=
(Y 2)

2 − (Y 1)
2

(Y 1)2 + (Y 2)2
(
dY 1

)2 − 4
Y 1Y 2

(Y 1)2 + (Y 2)2
dY 1dY 2 +

(Y 1)
2 − (Y 2)

2

(Y 1)2 + (Y 2)2
(
dY 2

)2
.

(1.58)

В матричных обозначениях метрика имеет вид

gαβ =
1

(Y 1)2 + (Y 2)2

(
(Y 2)

2 − (Y 1)
2 −2Y 1Y 2

−2Y 1Y 2 (Y 1)
2 − (Y 2)

2

)
.

Определитель этой метрики равен det gαβ = −1.
В вершине компоненты метрики (1.58) не определены. Если приближаться к вер-

шине вдоль лучей Y 2 = kY 1, k = const, то метрика (1.58) становится хорошо опре-
деленной:

ds2 =
k2 − 1

k2 + 1

(
dY 1

)2 − 4k

k2 + 1
dY 1dY 2 − k2 − 1

k2 + 1

(
dY 2

)2
.

Таким образом, вблизи вершины поверхности вращения U индуцированную метрику
можно записать в виде (1.58). При этом в вершине ее можно определить по непре-
рывности вдоль лучей.

Для дальнейшего анализа введем полярные координаты:

Y 1 := r cosϕ, Y 2 := r sinϕ.

Тогда индуцированная метрика примет простой вид

ds2 = −dr2 + r2dϕ2.

Она отличается от евклидовой метрики на плоскости в полярных координатах только
знаком перед первым слагаемым и, следовательно, сигнатурой. В рассматриваемом
случае координата r является пространственной, а ϕ – времениподобной.

Теперь рассмотрим светоподобные геодезические, которые определяются уравне-
нием ds2 = 0 или

dr2 = r2dϕ2 ⇔ dr

dϕ
= ±r.

Его общее решение имеет вид

lnr = ±ϕ+ const.

При приближении к вершине r → 0 и ϕ → ±∞, т.е. светоподобные геодезические
наматываются на центр r = 0 бесконечное число раз. Поскольку

lim
r→0

dr

dϕ
= 0,

то раствор светового конуса уменьшается по мере приближения к центру и в пределе
световой конус вырождается в линию. Можно доказать, что светоподобные геодези-
ческие достигают вершины при конечном значении канонического параметра. Сле-
довательно поверхность U ↪→ R2,1 с индуцированной метрикой является гладкой, но
геодезически неполной.
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Метрика, индуцированная на поверхности U вложением U ↪→ R2,1, отличается от
той метрики, которая индуцирована полным вложением U×S2 ↪→ R2,4 дополнитель-
ным слагаемым

ds2 = −dr2 + r2dϕ2 − dρ2,
что следует из формулы (1.52). Из асимптотики (1.56) вытекает, что вблизи вершины

ρ− 2M =
1

8M

[(
Y 1
)2

+
(
Y 2
)2]

=
1

8M
r2.

Это означает, что дополнительное слагаемое

dρ2 =
( r

4M

)2
dr2

вблизи вершины r = 0 не дает вклада в главное приближение для метрики. Поэто-
му поверхность U с метрикой, индуцированной полным вложением U × S2 ↪→ R2,4

также геодезически неполна в вершине. Таким образом, вложение Казнера является
локальным, т.к. поверхность U не является геодезически полной (в вершине).

Аналогично можно вложить внутреннее решение Шварцшильда 0 < ρ < 2M в
шестимерное евклидово пространство R2,4.

Сечениями поверхности U плоскостями ρ = const являются окружности. При
этом абелева группа сдвигов по времени R 3 t 7→ t+ const ∈ R реализуется как груп-
па вращений SO(2) временно́й плоскости с координатами Y 1, Y 2. То есть мы имеем
гомоморфизм группы сдвигов на группу вращений R → SO(2). Поэтому вложение
Казнера называется эллиптическим.

Вложение Фуджитани–Икеды–Мацумото

Вскоре после Фронсдела еще одно минимальное вложение решения Шварцшильда в
шестимерное пространство-время R2,4 было предложено Фуджитани, Икедой и Ма-
цумото [?]. Это вложение локально и является параболическим.

Как и для вложения Казнера рассмотрим шестимерное плоское пространство R2,4

с декартовыми координатами Y 1, . . . , Y 6, где первые две координаты Y 1 и Y 2 явля-
ются временны́ми. Метрика пространства R2,4, по-определению, имеет вид (1.50).
Как и прежде, вложение сферы S2 ↪→ R3 определяется формулами (1.40) или (1.41).
Вложение U ↪→ R2,1 зададим следующим образом:

Y 1 := t

√
1− 2M

ρ
,

Y 2 :=
M

2

(
t2

M2
− 1

)√
1− 2M

ρ
+ h(ρ),

Y 3 :=
M

2

(
t2

M2
+ 1

)√
1− 2M

ρ
+ h(ρ),

(1.59)

где h(ρ) пока неизвестная дифференцируемая функция ρ. Это вложение определено
вне горизонта ρ > 2M .

Прямые вычисления приводят к следующему выражению для метрики, индуци-
рованной вложением U× S2 ↪→ R2,4,

ds2 =

(
1− 2M

ρ

)
dt2 − 2M2h′dρ2

ρ2
√

1− 2M
ρ

− dρ2 − ρ2( sin 2dθ2 + dϕ2), (1.60)



1.7. ВЛОЖЕНИЯ РЕШЕНИЯ ШВАРЦШИЛЬДА 33

где h′ := dh/dρ. Для того, чтобы эта метрика совпала с метрикой Шварцшильда (1.1)
необходимо и достаточно, чтобы функция h удовлетворяла уравнению

h′ =
ρ

M
√

1− 2M
ρ

. (1.61)

Общее решение данного уравнения имеет вид

h+ const =
ρ(ρ+ 3M)

2M

√
1− 2M

ρ
+

3M

2
ln

[
ρ

M

(
1 +

√
1− 2M

ρ

)
− 1

]
. (1.62)

Постоянная интегрирования соответствует сдвигу координат Y 2 и Y 3, является несу-
щественной, и мы положим ее равной нулю.

Поскольку правая часть уравнения (1.61) положительна, то функция h(ρ) моно-
тонно возрастает от нуля до бесконечности, h ∈ (0,∞), при возрастании радиуса от
горизонта ρ = 2M до бесконечности ρ = ∞. Качественное поведение функции h(ρ)
показано на рис.1.13

h

2M

Рис. 1.13: Качественное поведение функции h(ρ).

Проанализируем вложение U ↪→ R2,1 подробнее. С этой целью введем конусные
координаты

Y ± := Y 2 ± Y 3.

Тогда вложение (1.59) запишется в виде

Y + =
t2

M

√
1− 2M

ρ
+ 2h,

Y − = −M

√
1− 2M

ρ
,

(1.63)

при этом функция вложения Y 1(t, ρ) остается прежней. Из выражений для функций
вложения Y 1, Y + исключим время. Тогда для функций вложения будет выполнено
алгебраическое уравнение

M

√
1− 2M

ρ
Y + =

(
Y 1
)2

+ 2Mh

√
1− 2M

ρ
. (1.64)
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Функция вложения Y −(ρ) не зависит от времени t и определяется прежней формулой
(1.63).

При фиксированном значении ρ и, следовательно, Y 1 в плоскости Y 1, Y + мы
имеем параболу (1.64). Таким образом, трансляции по времени реализованы в виде
трансляций вдоль парабол. Поэтому вложение Фуджитани–Икеды–Мацумото назы-
вается параболическим.

При ρ ∈ (2M,∞) функция вложения Y − меняется от нуля до −1/
√

2. Следо-
вательно, поверхность U представляет собой объединение парабол, которые пара-
метризуются координатой Y − ∈ (0,−1/

√
2). При Y − = −1/

√
2 раствор параболы

максимален и стремится к нулю при Y − → 0. Горизонту ρ = 2M соответствует одна
точка – начало координат Y 1 = Y 2 = Y 3 = 0.

1Y

Y 

Y 

Рис. 1.14: Вложение Фуджитани–Икеды–Мацумото U ↪→ R2,1.

Проанализируем поверхность U вблизи горизонта ρ→ 2M . С этой целью введем
новую переменную

ρ = 2M + x, x�M.

Тогда в главном порядке по x/M справедливы равенства:√
1− 2M

ρ
'
√

x

2M
,

h ' 5M2

√
x

2M
.

Функции вложения в главном порядке имеют вид

Y 1 ' t

√
x

2M
,

Y + ' t2
√

x

4M
+ 5M2

√
x

M
,

Y − ' −
√

x

4M
.

(1.65)
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Вблизи горизонта параболы определяются уравнением√
x

M
Y + =

(
Y 1
)2

+ 5Mx.

1.8 Эвристический “вывод” решения Шварцшильда

Эвристический подход к выводу метрики Шварцшильда описан в статье [?]. Рассмот-
рим плоское пространство-время Минковского R1,3 с декартовой системой координат
{x0 = t, x1, x2, x3} = {x0, xµ}, µ = 1, 2, 3. Согласно закону всемирного тяготения тело
массы M , находящееся в начале координат, создает в точке x ∈ R1,3 гравитационный
потенциал

ϕ(x) = −GM
ρ
, (1.66)

где G – гравитационная постоянная и ρ :=
√

(x1)2 + (x2)2 + (x3)2 – евклидово рассто-
яние от начала координат. Рассмотрим систему координат, которая связана с наблю-
дателями, свободно падающими на центр вдоль радиусов из бесконечно удаленной
точки, где они имели нулевую скорость. Тогда из закона сохранения энергии для
наблюдателя массы m,

m𝑣2

2
− GmM

ρ
= 0, (1.67)

где 𝑣 = {vµ} – скорость наблюдателя, следует, что на расстоянии ρ от начала коор-
динат у наблюдателя будет скорость

vµ = −

√
2GM

ρ

xµ

ρ
, (1.68)

где xµ/ρ – компоненты единичного радиального вектора. Поскольку свободно па-
дающие наблюдатели не чувствуют гравитационного поля, то в связанной с ними
системе отсчета метрика будет совпадать с метрикой Лоренца:

ds2 = c2(dtf)
2 − (dx1f)− (dx2f)

2 − (dx3f)
2, (1.69)

где x0 := ct и c – скорость света. Индекс f обозначает, что система координат связана
со свободно падающими наблюдателями.

Предположим, что свободно падающая система координат связана с декартовой
системой координат в пространстве-времени, которую можно интерпретировать, как
систему координат бесконечно удаленного наблюдателя, преобразованием Галилея
(1.70):

dtf = dt,

dxµf = dxµ + vµdt.
(1.70)

Тогда простые вычисления приводят к следующей метрике в системе координат бес-
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конечно удаленного наблюдателя:

ds2 =

(
c2 − 2GM

ρ

)
dt2 + 2

√
2GM

ρ

1

ρ
xµdxµdt+ dxµdxµ =

=

(
c2 − 2GM

ρ

)
dt2 − 2

√
2GM

ρ
dtdρ− dρ2 − ρ2(dθ2 + sin 2θdϕ2) =

= c2dt2 −

(
dρ+

√
2GM

ρ
dt

)2

− ρ2(dθ2 + sin 2θdϕ2),

(1.71)

где мы перешли в сферическую систему координат t, ρ, θ, ϕ. Напомним, что в наших
обозначениях xµxµ = −(x1)2 − (x2)2 − (x3)2 = −ρ2.

Метрика (1.71) есть метрика Шварцшильда в координатах Пенлеве–Гулстранда
[?, ?, ?], которые были рассмотрены ранее (1.37).

При “выводе” метрики Шварцшильда (1.71) было использовано четыре предпо-
ложения: закон всемирного тяготения (1.66); закон сохранения энергии (1.67); пред-
положение о том, что в инерциальной системе координат метрика плоская (1.69),
и “преобразование Галилея” (1.70). Все четыре постулата настолько привычны в
нерелятивистской механике, что “вывод” решения Шварцшильда кажется безуко-
ризненным. Однако, это не так. Мы не случайно поставили кавычки у слова “вывод”,
поскольку приведенные рассуждения некорректны по следующей причине. “Преоб-
разование Галилея” (1.70) записано для дифференциалов, а не самих координат и
является неинтегрируемым. А именно, второе уравнение в (1.70) эквивалентно си-
стеме уравнений в частных производных

∂xµf
∂xν

= δµν ,

∂xµf
∂t

= −

√
2GM

ρ

xµ

ρ
.

Эта система уравнений нетривиальна, т.к. скорость vµ нетривиально зависит от точ-
ки пространства Минковского. Легко проверить, что условия интегрируемости для
этой системы уравнений не выполнены. Действительно, из первого уравнения следу-
ет равенство

∂

∂t

∂xµf
∂xν

= 0.

В то же время, дифференцируя второе равенство, получаем нетривиальный ответ

∂

∂xν
∂xµf
∂t
6= 0.

Следовательно, не существует таких функций xµf(x, t), что для дифференциалов вы-
полнены равенства (1.70) даже локально. В остальном “вывод” решения Шварцшиль-
да безупречен.

Отсутствие преобразования координат такого, которое переводит метрику Лорен-
ца (1.69) в метрику Шварцшильда, следует также из общих соображений. Метрика
Лоренца является плоской и соответствующий ей тензор кривизны равен нулю. Для
метрики Шварцшильда тензор Риччи, как следствие уравнений Эйнштейна, равен
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нулю. Полный же тензор кривизны нетривиален (1.3). Следовательно, метрика Ло-
ренца не может быть связана с метрикой Шварцшильда никаким преобразованием
координат.

С физической точки зрения, в “оправдание” эвристического “вывода” можно при-
вести следующий аргумент. Вдали от притягивающего тела скорости малы, и свобод-
но падающий наблюдатель в небольшой окрестности и в течении небольшого проме-
жутка времени может приближенно считать, что находится в инерциальной системе
координат, которая движется равномерно и прямолинейно. Тогда равенства (1.70)
можно считать выполненными приближенно. Это показывает, что в данном случае
правдоподобные рассуждения приводят к неправильному ответу.

Метрику Шварцшильда в координатах Пенлеве–Гулстранда (1.71) можно пере-
писать в эквивалентном виде

ds2 = c2dt2 + ηµν(dx
µ + vµdt)(xν + vνdt), (1.72)

где компоненты скорости vµ были определены ранее (1.67). В таком виде метрика
Шварцшильда конформно эквивалентна эффективной метрике для распространения
фононов в жидкости (??), которая была получена в разделе ??. Разница заключается
в том, что для эффективной метрики, скорость v0 является решением уравнений
гидродинамики (??)–(??), в то время как в решении Шварцшильда выражение для
скорости v следует из уравнений Эйнштейна.

1.8.1 Радиус Шварцшильда

Нулевая компонента g00 метрики Шварцшильда (1.71), (??) обращается в нуль на
шварцшильдовском радиусе

ρs :=
2GM

c2
, (1.73)

где мы восстановили гравитационную постоянную G и скорость света c. Двумерная
поверхность (сфера) для всех t = const и ρ = ρs является координатной сингулярно-
стью, т.к. инварианты, построенные из компонент тензора кривизны, не имеют здесь
никаких особенностей. Сфера радиуса ρs в координатах Шварцшильда (??) является
горизонтом, потому что свет, испущенный внутри черной дыры, что соответствует
ρ < ρs, никогда не выйдет за пределы сферы ρ = ρs.

Удивительно, но значение радиуса Шварцшильда можно получить в рамках клас-
сической нерелятивистской ньютоновой механики. С этой целью напомним вывод
формулы для величины второй космической скорости. По-определению, второй кос-
мической скоростью 𝑣 называется минимальная скорость, которую необходимо со-
общить телу массы m, чтобы оно смогло улететь на бесконечно большое расстояние,
находясь на поверхности сферического тела радиуса R и массы M . Очевидно, что
скорость будет минимальна, если тело будет двигаться вдоль радиуса. Значение вто-
рой космической скорости сразу следует из закона сохранения энергии:

m𝑣2

2
− GmM

R
= 0.

При этом мы предположили, что кинетическая и потенциальная энергии тела на бес-
конечности равны нулю. Отсюда следует выражение для второй космической скоро-
сти:

𝑣2 =
2GM

R
. (1.74)
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Это выражение не зависит от массы тела. Выражение для второй космической ско-
рости (1.74) было использовано также раньше, при построении системы координат,
связанной со свободно падающими наблюдателями (1.67).

Теперь предположим, что полученное выражение для второй космической ско-
рости справедливо также при m = 0, т.е. для фотонов, масса которых равна нулю.
Тогда постановку задачи можно изменить. А именно, каков минимальный радиус
сферического тела массы M , при котором фотоны не смогут его покинуть (уйти на
бесконечно большое расстояние)? Тогда 𝑣2 = c2, и из выражения для второй косми-
ческой скорости сразу следует значение радиуса Шварцшильда (1.73).

Историческое замечание. Выражение для радиуса Шварцшильда (1.73) было по-
лучено задолго до создания общей теории относительности Реверендом Джоном Ми-
челлом (Reverend John Michell) [?]. По существу, он использовал тот же метод, ко-
торый приведен в настоящем разделе. Позже этот вывод был повторен Пьером Си-
моном Маркизом де Лапласом (Pierre Simon Marquis de Laplace) [?]. Перевод статьи
Лапласа приведен в [?]. Мичелл в свое время был известным геологом, однако сделал
вклад также в теорию гравитации. Еще одним его известным изобретением являют-
ся крутильные весы, которые позже использовал Кавендиш в своих экспериментах
по измерению гравитационной постоянной. Исторические связи между Мичеллом,
Кавендишом и Лапласом описаны в [?].

Остановимся на физической интерпретации. Фотоны, находящиеся на поверхно-
сти тела радиуса R < ρs могут удалиться от него на конечное расстояние, а потом
вернуться. Согласно корпускулярной теории света, которая была распространена в
XVIII веке, фотон рассматривается, как точечная частица. При этом по мере удале-
ния от тела фотон теряет свою скорость, достигает точки поворота, в которой его
скорость обращается в нуль, и возвращается обратно.

С квантовомеханической точки зрения фотон представляет собой квант электро-
магнитной волны с энергией E и частотой ω, которые связаны соотношением

E = ~ω,

где ~ – постоянная Планка. Скорость распространения фотонов постоянна и равна
c. При такой интерпретации частота фотона по мере удаления от тела уменьшается
(красное смещение) и в точке поворота становится равной нулю. При этом мы вы-
нуждены предположить, что скорость фотона в точке поворота имеет скачок, т.к.
меняется на противоположную.

Существует качественное отличие классической теории тяготения и общей теории
относительности. В рамках ньютоновой механики горизонтом событий для сфериче-
ски симметричного тела радиуса ρs является бесконечно удаленная сфера ρ = ∞.
В то же время в общей теории относительности фотоны не могут покинуть область
конечного радиуса ρ < ρs. Тем не менее выражение для радиуса Шварцшильда по-
лучено то же, что и в общей теории относительности.



Глава 2

Двумерная гравитация

Модели двумерной гравитации привлекают большое внимание в последнее время по
трем причинам. Во-первых, эти модели являются эффективными моделями гравита-
ции в двух измерениях после редукции многомерных теорий гравитации. Например,
сферически симметричная общая теория относительности сводится к двумерной гра-
витации, где в качестве координат выступают время и радиус. Во-вторых, модели
двумерной гравитации относительно просты и поддаются аналитическому анализу,
что позволяет глубже понять многомерные модели. В-третьих, интерес к двумерным
моделям гравитации возрос после появления теории струн, в которых метрика на
мировой поверхности струны становится новой динамической переменной.

В настоящем главе мы опишем модель двумерной гравитации довольно обще-
го вида. Проведем гамильтонов анализ и проинтегрируем уравнения движения. В
качестве примера мы построим все глобальные решения в квадратичной модели гра-
витации с кручением.

2.1 Двумерная гравитация с кручением

Рассмотрим двумерное многообразие (поверхность) M. Пусть xα, α = 0, 1, – локаль-
ная система координат. Предположим, что на M задана геометрия Римана–Картана,
т.е. метрика gαβ и кручение Tαβ

γ := Γαβ
γ − Γβα

γ, где Γαβ
γ – компоненты аффин-

ной связности (см. раздел ??). Предположим также, что метрика имеет лоренцеву
сигнатуру, sign gαβ = (+−).

Метрика и кручение полностью определяют геометрию на M. В геометрии Римана–
Картана они однозначно задают аффинную связность Γαβ

γ (??) и соответствующий
тензор кривизны Rαβγ

δ (??). Конечно, поскольку на поверхности задана метрика, то
определены также символы Кристоффеля Γ̃αβ

γ и построенный по ним тензор кривиз-
ны R̃αβγ

δ. Эти геометрические объекты, построенные при нулевом тензоре кручения,
мы будем, как и раньше, помечать знаком тильды.

В двумерном случае геометрия существенно упрощается ввиду наличия полно-
стью антисимметричного тензора второго ранга εαβ = −εβα. Действительно, посколь-
ку тензор кривизны в геометрии Римана–Картана Rαβγδ со всеми опущенными ин-
дексами антисимметричен как по первой, так и по второй паре индексов, то он всегда
представим в виде

Rαβγδ = −1

2
εαβεγδR, (2.1)

где R := Rαβγ
βgαγ – скалярная кривизна. Такому же равенству удовлетворяет тензор

39
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кривизны, построенный только по метрике

R̃αβγδ = −1

2
εαβεγδR̃. (2.2)

Поскольку тензор кручения антисимметричен по первой паре индексов, то он всегда
представим виде

Tαβ
γ = −1

2
εαβT

∗γ, (2.3)

где T ∗γ := Tαβ
γεαβ – псевдослед тензора кручения. Приставка “псевдо-” в данном

случае означает, что вектор T ∗γ относительно общих преобразований координат ме-
няет знак при пространственных отражениях x1 7→ −x1, когда координаты выбраны
соответствующим образом.

Таким образом, в геометрии Римана–Картана на поверхности тензор кривизны
имеет только одну независимую компоненту, в качестве которой мы выбираем ска-
лярную кривизну R, а тензор кручения – две T ∗α.

Хорошо известно, что в действии Гильберта–Эйнштейна

She =

∫
M
dx
√
|g|R̃, (2.4)

подынтегральное выражение
√
|g|R̃ = ∂α(. . . )α представляет собой полную дивер-

генцию (в дальнейшем мы в это увидим), и интеграл является топологическим инва-
риантом, который пропорционален эйлеровой характеристике поверхности. Отсюда
следует, что вариация действия Гильберта–Эйнштейна (2.4) по метрике в двумерном
случае не дает никаких уравнений движения. В этом также можно убедиться непо-
средственно. Действительно, из выражения для тензора кривизны (2.2) следует, что
равенство

R̃αβ −
1

2
gαβR̃ = 0

в двумерном случае является тождеством. В этом смысле общая теория относитель-
ности в двумерном пространстве-времени является тривиальной.

Мы видим, что для того, чтобы построить нетривиальную модель гравитации в
двумерном пространстве-времени требуется какое либо обобщение. Простейшим гео-
метрическим обобщением является рассмотрение на M не псевдоримановой геомет-
рии, на которой основана общая теория относительности, а геометрии более общего
вида. Ниже мы покажем, что нетривиальную двумерную модель гравитации можно
построить в рамках геометрии Римана–Картана.

Чтобы выполнить построение, перейдем от переменных метрика gαβ, кручение
Γαβ

γ к переменным Картана: репер (диада) eαa, лоренцева связность ωαab = −ωαba.
Эти переменные определяются следующими равенствами (см. раздел ??):

gαβ = eα
aeβ

bηab, (2.5)
∇αeβ

a = ∂αeβ
a − Γαβ

γeγ
a − ωαabeβb = 0, (2.6)

где ηab = diag (+−) – двумерная метрика Лоренца. Первое равенство определяет ре-
пер с точностью до локальных лоренцевых вращений, а второе – взаимно однознач-
ное соответствие между тензором кручения и лоренцевой связностью (при заданном
репере).

Напомним, что переход от греческих индексов к латинским и наоборот всегда
осуществляется с помощью репера и его обратного. Подъем и опускание греческих
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индексов производится с помощью метрики gαβ, а латинских – с помощью метрики
Лоренца ηab. Кроме того, переход от греческих индексов к латинским можно выпол-
нять под знаком ковариантного дифференцирования в силу условия метричности
(2.6).

Тензоры кривизны и кручения в переменных Картана имеют вид (??), (??),

Rαβ
ab = ∂αωβ

ab − ωαacωβcb − (α↔ β), (2.7)
Tαβ

a = ∂αeβ
a − ωαabeβb − (α↔ β). (2.8)

В двумерном случае лоренцева связность взаимно однозначно определяется псев-
до вектором ωα:

ωα
ab = ωαε

ab. (2.9)

Поскольку собственная ортохронная двумерная группа Лоренца SO↑(1, 1) является
абелевой, то нелинейные слагаемые в выражении для тензора кривизны (2.7) сокра-
щаются. Прямые вычисления приводят к следующему выражению

Rαβ
ab = Fαβε

ab, Fαβ := ∂αωβ − ∂βωα, (2.10)

которое напоминает выражение для напряженности электромагнитного поля.
Нетрудно также вычислить скалярную кривизну и псевдослед тензора кручения,

умноженные на элемент объема, в новых переменных:

R̂ :=
√
|g|R = 2ε̂αβ∂αωβ, (2.11)

T̂ ∗a = eT ∗a = 2ε̂αβ(∂αeβ
a − ωαεabeβb), (2.12)

где ε̂αβ =
√
|g|εαβ =

√
|g|εabeαaeβb – полностью антисимметричная тензорная плот-

ность второго ранга, ε̂01 = −ε̂10 = −1. Из выражения (2.158) следует, что действие
Гильберта–Эйнштейна в двумерном случае, как уже отмечалось, представляет собой
дивергенцию

√
|g|R̃ = 2ε̂αβ∂αω̃β.

Теперь все готово для построения действия для двумерной гравитации с круче-
нием. Из выражений для тензора кривизны и кручения в переменных Картана (2.7),
(2.8) следует, что для того, чтобы уравнения движения для репера и лоренцевой связ-
ности были второго порядка, достаточно рассмотреть инварианты, квадратичные по
тензору кривизны и кручения. Более высокие степени этих геометрических объектов
в общем случае будут давать уравнения более высокого порядка. Поскольку тензор
кривизны имеет только одну независимую компоненту, то среди квадратичных инва-
риантов только один является независимым. Аналогично, среди инвариантов, квад-
ратичных по тензору кручения, также только один является независимым. Поэтому
наиболее общий квадратичный лагранжиан можно записать в следующем виде

L = −
√
|g|
(

1

4
γRαβγδRαβγδ +

1

4
βTαβγTαβγ + λ

)
, (2.13)

где γ, β – некоторые константы связи и λ – космологическая постоянная. Это есть
лагранжиан двумерной гравитации с кручением.

Из равенств (2.1) и (2.3) следует, что лагранжиан (2.13) можно переписать в
терминах неприводимых компонент тензоров кривизны и кручения:

L = −
√
|g|
(

1

4
γR2 − 1

8
βT ∗αT ∗α + λ

)
. (2.14)
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Действие для лагранжиана (2.13) инвариантно относительно общих преобразова-
ний координат и локальных лоренцевых вращений.

Лагранжиан (2.13) был предложен в [?, ?, ?] в качестве обобщения теории струн,
когда метрика на мировой поверхности бозонной струны становится независимой ди-
намической переменной. Вскоре было найдено общее решение уравнений движения,
вытекающих из лагранжиана (2.13) в конформной калибровке для репера [?, ?]. Был
также проведен анализ экстремалей и геодезических [?] и построены все глобальные
(максимально продолженные вдоль геодезических) решения квадратичной двумер-
ной гравитации с кручением [?].

В следующих разделах мы рассмотрим действие для двумерной гравитации об-
щего вида и решим явно соответствующие гамильтоновы уравнения движения без
полей материи и без фиксирования какой либо калибровки.

2.2 Действие и уравнения движения

Действие для двумерной гравитации с кручением общего вида задается интегралом

S =

∫
M
dx(Lg + Lx), (2.15)

где гравитационную часть лагранжиана запишем в формализме первого порядка

Lg := −1

2
(πR̂ + paT̂

∗a)−
√
|g|
(

1

2
pap

aU + V

)
. (2.16)

Здесь плотности скалярной кривизны R̂ и квадрата псевдоследа тензора кручения
T̂ ∗a заданы равенствами (2.158), (2.159). Этот лагранжиан зависит от двух произ-
вольных дифференцируемых функций U = U(π) и V = V (π) от π. В качестве неза-
висимых переменных, по которым производится варьирование, мы рассматриваем
репер eαa(x), лоренцеву связность ωα(x), а также поля π(x) и pa(x).

В действии (2.15) мы добавили к лагранжиану двумерной гравитации скалярное
поле X(x) с лагранжианом

Lx := −1

2
ρ
√
|g|(∂X2 −m2X2), (2.17)

где m = const – масса скалярного поля, введено сокращенное обозначение для кине-
тической части

∂X2 := gαβ∂αX∂βX,

и в общем случае ρ = ρ(π) – некоторая функция от π. Если ρ = 1, то скалярное
поле связано с гравитацией минимальной связью. Тогда лагранжиан легко обобща-
ется на случай бозонной струны, движущейся в D-мерном пространстве-времени.
Для этого достаточно заменить одно скалярное поле на несколько: X(x) 7→ Xµ(x),
µ = 0, 1, . . . , D − 1 и положить m = 0. При метрике объемлющего пространства
ηµν = diag (+ − . . .−), в котором распространяется струна, общий знак минус в
лагранжиане (2.17) обеспечивает положительную определенность канонического га-
мильтониана для пространственных компонент струны Xµ, µ = 1, . . . , D − 1. В лю-
бом случае общий знак лагранжиана можно изменить, переопределив ρ. Если ρ(π)
– нетривиальная функция, то мы имеем неминимальную связь скалярного поля с
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гравитацией. Такая связь возникает, например, при редукции многомерных моделей
гравитации.

Мы также предполагаем, что π является скалярным, а pa – векторным полями
на M. Тогда действие для двумерной гравитации (2.15) инвариантно относительно
общих преобразований координат и локальных лоренцевых вращений.

Уравнения движения для действия (2.15) имеют вид

1√
|g|
δS

δπ
: −1

2
R−

(
1

2
papaU

′ + V ′
)
− 1

2
ρ′(∂X2 −m2X2) = 0, (2.18)

1√
|g|

δS

δpa
: −1

2
T ∗a − paU = 0, (2.19)

ε̂βα
δS

δωβ
: ∂απ − paεabeαb = 0, (2.20)

ε̂βα
δS

δeβa
: ∇αpa + εαa

(
1

2
pbpbU + V

)
+ ρT βaεβα = 0, (2.21)

1√
|g|

δS

δX
: ρ(gαβ∇̃α∇̃βX +m2X) + ρ′gαβ∂απ∂βX = 0, (2.22)

где U ′ := dU/dπ и V ′ := dV/dπ, введено обозначение для ковариантной производной

∇αpa := ∂αpa − ωαεabpb

и
Tαβ = ∂αX∂βX −

1

2
gαβ(∂X2 −m2X2) (2.23)

– тензор энергии-импульса скалярного поля.
Вариации действия по π(x) и pa(x) приводит к алгебраическим уравнениям (2.18),

(2.19) для π(x) и pa(x). Если эти уравнения можно решить в явном виде, то после под-
становки найденных решений в исходное действие получим действие для двумерной
гравитации в формализме первого порядка. Соответствующее действие в формализ-
ме первого порядка будет некоторой функцией от скалярной кривизны и квадрата
тензора кручения, которая определяется функциями U(π) и V (π).

Случай U = 0 и V = 0 в отсутствие полей материи, X = 0, описывает поверхности
нулевой кривизны и кручения, и не представляет интереса с геометрической точки
зрения. Поэтому мы предположим, что по крайней мере одна из функций U или V
отлична от нуля.

Лагранжиан (2.157) представляет собой лагранжиан очень общего вида, т.к. за-
висит от двух произвольных функций U и V .

Пример 2.2.1. Если U = 0, то кручение равно нулю, что следует из уравнения
(2.19). Тогда уравнение (2.18) неявно определяет функцию π = π(R) при отсутствии
скалярного поля, X = 0, или минимальной связи, ρ′ = 0. После подстановки этого
решения в исходный лагранжиан получим действие в формализме первого порядка.
Соответствующий гравитационный лагранжиан представляет собой произвольную
функцию от скалярной кривизны, определяемую функцией V (π).

Пример 2.2.2. Если

U =
1

β
, V = − 1

4γ
π2 + λ, (2.24)
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то уравнения движения (2.18) и (2.19) при X = 0 или ρ′ = 0 решаются в явном виде:

π = γR, pa = −β
2
T ∗a.

после подстановки этого решения в исходное действие, получим лагранжиан квадра-
тичной двумерной гравитации с кручением в формализме второго порядка (2.14).

К модели двумерной гравитации (2.15) можно подойти с другой стороны. При
произвольных функциях U(π) и V (π) лоренцеву связность ωα можно исключить из
рассмотрения, решив алгебраические уравнения движения (см. далее раздел 2.4). Это
приводит к дилатонной двумерной гравитации общего вида, причем функция π(x)
играет роль поля дилатона. Среди этих моделей важную роль играет сферически
редуцированная общая теория относительности со скалярным полем (см. раздел ??),
для которой

U =
1

2π
, V = −2κK − Λπ

κ
, ρ =

π

2κ
, (2.25)

где K = 1, 0,−1 для сферической, планарной и гиперболической редукции соответ-
ственно [?] (см. раздел ??), Λ – четырехмерная космологическая постоянная и κ –
гравитационная постоянная в четырех измерениях.

Отметим, что при произвольных функциях U и V алгебраические уравнения
(2.18) и (2.19) не всегда можно решить в явном виде относительно π и pa. В таких
случаях действие нельзя записать в формализме второго порядка. С другой сторо-
ны, действие в формализме второго порядка всегда можно записать в формализме
первого порядка. С этой точки зрения действие (2.15) в формализме первого порядка
является более общим действием для двумерной гравитации.

В разделе 2.6.1 при отсутствии скалярного поля, X = 0, мы решим в явном виде
полную систему уравнений движения (2.18)–(2.21) для произвольных функций U и
V и без фиксирования какой либо калибровки.

Остановимся на общих свойствах системы уравнений движения (2.18)–(2.22). Дей-
ствие (2.15) инвариантно относительно локальных лоренцевых вращений и общих
преобразований координат. Согласно второй теореме Нетер эта локальная инвари-
антность приводит к зависимости уравнений движения (см. раздел ??).

Бесконечно малые локальные вращения на угол ω(x)� 1 запишем в виде

δeα
a = −eαbεbaω, δωα = ∂αω,

δpa = εa
bpbω, δπ = 0 δX = 0. (2.26)

Согласно второй теореме Нетер из инвариантности действия относительно этих пре-
образований вытекает зависимость уравнений движения

∇̃α
δS

δωα
+

δS

δeαa
eα

bεb
a − δS

δpa
εa
bpb = 0, (2.27)

где ∇̃α обозначает ковариантную производную с символами Кристоффеля.
Кроме этого действие (2.15) инвариантно относительно общих преобразований

координат, которые в инфинитезимальной форме имеют вид

δeα
a = −∂αεβeβa − εβ∂βeαa, δωα = −∂αεβωβ − εβ∂βωα,

δpa = −εβ∂βpa, δπ = −εβ∂βπ, δX = −εβ∂βX, (2.28)
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где εα(x) – инфинитезимальный параметр преобразования xα 7→ xα + εα(x). Вместе с
тождеством (2.27) это приводит к двум линейным соотношениям между уравнениями
движения:

eα
a∇β

δS

δeβa
− δS

δeβa
Tαβ

a +
1

2

δS

δωβ
εαβR−

δS

δπ
∂απ −

δS

δpa
∇αpa −

δS

δX
∂αX = 0, (2.29)

где ковариантная производная действует с символами Кристоффеля на греческие
индексы и лоренцевой связностью – на латинские.

2.3 Каноническая формулировка
Анализ уравнений движения двумерной гравитации с действием (2.15) оказывает-
ся значительно проще в канонической формулировке. Более того, общее решение
уравнений движения для двумерной гравитации без полей материи удается выпи-
сать только в каноническом формализме. При этом обобщенные импульсы играют
роль произвольных функций, параметризующих общие преобразований координат и
локальные лоренцевы вращения.

Будем считать, что координаты на M выбраны таким образом, что координата x0
является временем, т.е. векторное поле ∂0 времениподобно, и все сечения x0 = const
пространственноподобны. Для краткости введем обозначения

x0 := τ, x1 := σ.

Двумерная гравитация представляет собой калибровочную модель, т.к. инвари-
антна относительно локальных преобразований. Мы увидим, что эта инвариантность
приводит к возникновению в гамильтоновом формализме связей первого рода. Об-
щий подход к гамильтоновой формулировке моделей со связями описан в разделе
??.

Обобщенные импульсы, сопряженные лоренцевой связности ωα, реперу eαa и ска-
лярным полям X имеют вид

π0 :=
∂(Lg + Lx)

∂(∂0ω0)
= 0, (2.30)

π1 :=
∂(Lg + Lx)

∂(∂0ω1)
= π, (2.31)

p0a :=
∂(Lg + Lx)

∂(∂0e0a)
= 0, (2.32)

p1a :=
∂(Lg + Lx)

∂(∂0e1a)
= pa, (2.33)

P :=
∂(Lg + Lx)

∂(∂0X)
=

ρ√
|g|

(g11∂0X − g01∂1X) . (2.34)

Мы видим, что гравитационный лагранжиан в формализме первого порядка (2.157)
уже записан в гамильтоновой форме. Прямые вычисления приводят к следующему
гамильтониану

H :=

∫
dσ(p∂0ω1 + pa∂0e1

a + P∂0X − Lg − Lx) =

=

∫
dσ(ω0G+ e0

aGa),

(2.35)
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где

G :=− ∂1π + paε
a
be1

b, (2.36)

Ga :=− ∂1pa − ω1pbε
b
a + e1

bεab

(
1

2
pcpcU + V − ρ

2
m2X2

)
(2.37)

+
e1
bεab
g11

(
1

2ρ
P 2 +

ρ

2
∂1X

2

)
+
e1a
g11

P∂1X.

Функции G и Ga являются лоренцевым скаляром и вектором соответственно. Для по-
линомиальных функций U(π) и V (π) гамильтониан (2.35) является полиномиальным
при отсутствии скалярных полей. Добавление скалярных полей нарушает полино-
миальность из-за присутствия компоненты метрики g11 в знаменателе и возможной
неминимальной связи ρ(π).

По-определению, одновременные скобки Пуассона имеют вид

[e1
a, p′b] = δab δ(σ, σ

′),

[ω1, π
′] = δ(σ, σ′),

[X,P ′] = δ(σ, σ′),

(2.38)

где штрих обозначает, что соответствующее поле рассматривается в точке σ′.
Из определения обобщенных импульсов следует, что равенства (2.30) и (2.32)

представляют собой первичные связи в двумерной гравитации. Для самосогласован-
ности уравнений движения первичные связи (2.30) должны сохраняться со временем.
Это приводит к следующим условиям:

∂0π
0 =

[
π0, H

]
= −G = 0, (2.39)

∂0p
0
a =

[
p0a, H

]
= −Ga = 0. (2.40)

Полученные равенства представляют собой вторичные связи. Таким образом, га-
мильтониан (2.35) представляет собой линейную комбинацию вторичных связей.

Прямые довольно громоздкие вычисления показывают, что вторичные связи об-
разуют замкнутую алгебру относительно скобок Пуассона:

[Ga, G
′
b] = εab

[
UpcGc +

(
1

2
pcpcU

′ + V ′ − ρ′

ρ
√
|g|
Lx

)
G

]
δ(σ, σ′), (2.41)

[Ga, G
′] = εa

bGbδ(σ, σ
′), (2.42)

[G,G′] = 0, (2.43)

где U ′, V ′ и ρ′ обозначают производные по аргументу π и Lx – лагранжиан скалярного
поля (2.17), выраженный через канонические переменные

Lx = −1

2

√
|g|
(
− 1

ρg11
P 2 +

ρ

g11
∂1X

2 −m2X2

)
.

Скобки Пуассона первичных связей между собой и со вторичными связями, оче-
видно, равны нулю. Поэтому двумерная гравитация с действием (2.15) содержит
шесть связей первого рода и других связей нет. Таким образом, гамильтониан (2.35)
представляет собой линейную комбинацию трех вторичных связей первого рода.

На этом этапе мы в состоянии вычислить число независимых физических (рас-
пространяющихся) степеней свободы согласно общим правилам, сформулированным
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в разделе ??. Предположим, что имеется D скалярных полей. Гравитационное по-
ле в формализме второго порядка описывается репером eα

a (четыре компоненты) и
лоренцевой связностью ωα (две компоненты). Поэтому число физических степеней
свободы равно D + 4 + 2 − 6 = D. Чистая же двумерная гравитация (без полей ма-
терии) вообще не имеет физических степеней свободы. Это обстоятельство является
причиной интегрируемости двумерной гравитации.

Заметим, что алгебра скобок Пуассона (2.41)–(2.43) замыкается на δ-функции, и
не содержит их производных в отличие от алгебры скобок Пуассона в общей теории
относительности (??)–(??). Кроме того “структурные функции” зависят не только
от полей, но и от функций U(π), V (π) и ρ(π), которые входят в действие. В этом
смысле алгебра скобок Пуассона зависит от динамики полей. Напомним, что в обыч-
ной гамильтоновой формулировке моделей гравитации, инвариантных относительно
общих преобразований координат, алгебра скобок Пуассона замыкается на первые
производные от δ-функции.

Алгебра скобок Пуассона (2.41)–(2.43) имеет (не инвариантную) подалгебру, ге-
нерируемую связью с векторным индексом

G̃a := Ga + kaω1G, (2.44)

где мы ввели светоподобный вектор

ka :=
e1a + e1

bεba
g11

, kaka = 0, (2.45)

с компонентами
k0 = k1 =

e10 + e11
g11

.

Прямые вычисления приводят к следующим скобкам Пуассона[
G̃a, G̃

′
b

]
= εab(Up

c + ω1k
c)G̃cδ(σ, σ

′), (2.46)[
G̃a, G

′
]

= εa
bG̃bδ(σ, σ

′)− kaGδ′(σ, σ′). (2.47)

где введена производная δ-функции

δ′(σ′, σ) :=
∂

∂σ′
δ(σ′, σ).

Первая скобка Пуассона (2.46) показывает, что связи G̃a генерируют подалгебру, а
вторая (2.47) – что подалгебра неинвариантна.

Напомним, что конформная алгебра скобок Пуассона генерируется двумя скаляр-
ными функциями (относительно лоренцевых вращений) H0 и H1 и имеет вид

[H0, H
′
0] = −(H1 +H ′1)δ

′(σ′, σ),

[H0, H
′
1] = −(H0 +H ′0)δ

′(σ′, σ),

[H1, H
′
1] = −(H1 +H ′1)δ

′(σ′, σ).

(2.48)

Эта алгебра связей возникает, например, в теории струн. В двумерной гравитации
конформной алгебре (2.48) удовлетворяют связи

H0 := −e1aεabG̃b = −e1aεabGb + ω1G, (2.49)

H1 := e1
aG̃a = e1

aGa + ω1G. (2.50)
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Связи H1 и H0 являются лоренц инвариантными проекциями векторной связи G̃a на
направления, параллельное и перпендикулярное вектору e1a соответственно. Остав-
шиеся скобки Пуассона имеют вид

[H0, G
′] = [H1, G

′] = −Gδ′(σ′, σ). (2.51)

Связи H0 и H1 образуют хорошо известную конформную алгебру (2.48). Полная
же алгебра связей (2.48)–(??) представляет собой “полупрямое произведение” кон-
формной алгебры с инвариантной абелевой подалгеброй, генерируемой связью G,
которая соответствует локальным лоренцевым вращениям [?].

Преобразование связей, обратное к формулам (2.49) и (2.50) выглядит следующим
образом

G0 =
1

g11

[
−e11(H0 − ω1G) + e1

0(H1 − ω1G)
]
, (2.52)

G1 =
1

g11

[
e1

0(H0 − ω1G)− e11(H1 − ω1G)
]
. (2.53)

В дальнейшем нам понадобится явное выражение для связей H0 и H1 через ка-
нонические переменные

H0 =− ∂1paεabe1b − ω1pae1
a + ω1(−∂1π + paε

a
be1

b)

− g11
(

1

2
papaU + V − ρ

2
m2X2

)
− 1

2ρ
P 2 − ρ

2
∂1X

2, (2.54)

H1 =− e1a∂1pa − ω1∂1π + P∂1X. (2.55)

Заметим, что третье слагаемое в H0 пропорционально связи G (2.36).
Из выражений для связей (2.54), (2.55) следует их геометрический смысл. Рас-

смотрим вариации полей, которые генерируются связью H1. По-определению, эта
связь является генератором калибровочного преобразования

δF := −
[
F,

∫
dσε1H1

]
,

где F (ω1, π, . . . ) – дифференцируемая функция канонических переменных и ε1(x)� 1
– параметр преобразования. Простые вычисления приводят к равенствам

δe1
a = −∂1ε1e1a − ε1∂1e1a, δpa = −ε1∂1pa, δX = −ε1∂1X,

δω1 = −∂1ε1ω1 − ε1∂1ω1, δπ = −ε1∂1π, δP = −∂1ε1P − ε1∂1P.

Сравнение этих преобразований с формулами (2.28) показывает, что связь H1 гене-
рирует общие преобразования координат вдоль пространственного направления σ.

Аналогично, связь G (2.36) генерирует калибровочные преобразования

δF :=
[
F,

∫
dσωG

]
с параметром ω(x)� 1 (знак правой части не играет роли, т.к. его можно отнести к
параметру преобразования). Простые вычисления дают следующие калибровочные
преобразования:

δe1
a = −e1bεbaω, δpa = εa

bpbω, δX = 0,

δω1 = ∂1ω δπ = 0, δP = 0.
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Из сравнения полученных формул с преобразованиями (2.26) следует, что связь G
генерирует локальные лоренцевы вращения.

Таким образом, двумерная гравитация содержит три вторичные связи первого ро-
да. Связь H0 является динамической и, как мы увидим в дальнейшем, по-существу
определяет динамику системы. Связи H1 и G являются кинематическими и генери-
руют калибровочные преобразования.

Если рассматривается только бозонная струна (ρ = 1,m = 0), то связи принимают
хорошо известный вид

H0 7→ −
1

2
P 2 − 1

2
∂1X

2,

H1 7→ P∂1X,

которые удовлетворяют конформной алгебре (2.48).

2.3.1 Каноническое преобразование

На классическом уровне две гамильтоновы модели, связанные каноническим пре-
образованием являются эквивалентными. На квантовом уровне это в общем случае
не так: существуют канонические преобразования, которые после квантования при-
водят к неэквивалентным квантовым теориям. При этом особое внимание следует
уделять нелинейным каноническим преобразованиям. Это значит, что правильный
выбор канонических переменных чрезвычайно важен. До сих пор не известен пра-
вильный выбор канонических переменных, в которых гравитацию можно было бы
проквантовать. Поэтому мы вправе выбирать те или иные канонические перемен-
ные из соображений удобства. В настоящем разделе мы введем новые канонические
переменные, в которых связи решены в общем виде в разделе ??.

Совершим каноническое преобразование репера, оставив другие канонические пе-
ременные без изменения,

e1
a, pa 7→ q, q⊥, p, p⊥,

которое в явном виде выделяет лоренцев угол поворота q⊥ и упрощает многие фор-
мулы [?]. Рассмотрим производящую функцию канонического преобразования, зави-
сящую от старых координат и новых импульсов (см. раздел ??),

F :=
1

2

∫
dσ

(
p ln|g11|+ p⊥ ln

∣∣∣∣e10 + e1
1

e10 − e11

∣∣∣∣) . (2.56)

Вариация F по старым координатам приводит к соотношению между старыми и
новыми импульсами:

pa = p
e1a
g11

+ p⊥
e1
bεba
g11

. (2.57)

Отсюда вытекают выражения для новых импульсов

p = e1
apa, p⊥ = paε

a
be1

b,

т.е. функции p и p⊥ являются соответственно проекциями импульса pa на вектор e1a
и перпендикулярное направление. Вариация производящего функционала (2.56) по
импульсам дает соотношения между координатами:

e1
0 = eq sh q⊥,

e1
1 = eq ch q⊥.

(2.58)



50 ГЛАВА 2. ДВУМЕРНАЯ ГРАВИТАЦИЯ

Для того, чтобы отбросить знак модуля во втором слагаемом в равенстве (2.56) мы
предположим, для определенности, что

e1
1 > 0 и e1

1 > e1
0. (2.59)

Тогда пространственная компонента метрики равна

g11 = − e2q

и всегда отрицательна, что соответствует нашему выбору координат на M.
Мы видим, что новая координата q⊥ совпадает с углом лоренцева поворота, а q

параметризует длину вектора e1a.
Квадрат старого импульса в новых переменных имеет вид

papa = (p2⊥ − p2) e−2q. (2.60)

Вторичные связи двумерной гравитации в новых канонических переменных вы-
глядят следующим образом

H0 =− ∂1p⊥ + p∂1q⊥ + p⊥∂1q − ω1p+ ω1(−∂1π + p⊥)

+
1

2
(p2⊥ − p2)U + e2q

(
V − ρ

2
m2X2

)
− 1

2ρ
P 2 − ρ

2
∂1X

2, (2.61)

H1 =− ∂1p− ω1∂1π + p∂1q + p⊥∂1q⊥ + P∂1X, (2.62)
G =− ∂1π + p⊥. (2.63)

Если U = const, то квадратичная часть импульсов 1
2
(p2⊥ − p2) в динамической связи

H0 имеет тот же вид, что и для двух свободных частиц с неопределенной метрикой.
Это значит, что каноническое преобразование “сдвигает” неполиномиальность с ки-
нетического слагаемого в потенциал. Мы отложим решение связей (2.61)–(2.63) до
раздела ??.

2.4 Дилатонизация
В предыдущих разделах мы рассматривали нетривиальные модели гравитации в
двух измерениях, основанные на геометрии Римана–Картана. Однако существуют и
распространены другие нетривиальные модели двумерной гравитации, которые ос-
нованы на псевдоримановой геометрии, но содержат дополнительное скалярное поле
– поле дилатона. В настоящем разделе мы докажем эквивалентность двумерной гра-
витации с кручением и двумерной дилатонной гравитации [?, ?, ?].

Если лоренцева связность не входит в лагранжиан полей материи, тогда ее можно
исключить из теории, решив соответствующие ей уравнения движения. В результате
мы получим обобщенную дилатонную модель двумерной гравитации, в которой роль
дилатона играет импульс π(x), который сопряжен к пространственной компоненте
лоренцевой связности ω1.

Прежде всего заметим, что тождество (??) в двумерном случае принимает вид√
|g|R =

√
|g|R̃ + ∂α

(√
|g|εαβT ∗β

)
, (2.64)

где R̃ – скалярная кривизна поверхности, построенная только по символам Кристоф-
феля (при нулевом кручении). После замены R 7→ R̃ и интегрирования по частям
гравитационная часть лагранжиана (2.157) принимает вид

Lg = −1

2

√
|g|πR̃ +

1

2
∂απε

α
aT̂
∗a − 1

2
paT̂

∗a −
√
|g|
(

1

2
pap

aU + V

)
. (2.65)
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Теперь лоренцева связность входит в лагранжиан только через псевдослед тензора
кручения T̂ ∗a, и они связаны между собой обратимым алгебраическим соотношением

ωα = eαa

(
1

2
T ∗a − εβγ∂βeγa

)
. (2.66)

Поэтому вместо лоренцевой связности можно выбрать компоненты кручения T ∗a в
качестве новых переменных, по которым производится варьирование. В результате
возникает алгебраическое уравнение на импульс pa, которое имеет решение

pa = ∂απε
α
a.

Подстановка этого решения в исходное действие приводит к лагранжиану двумерной
дилатонной гравитации

Ld = −1

2

√
|g|πR̃ +

1

2

√
|g|∂π2U −

√
|g|V, (2.67)

где использовано сокращенное обозначение ∂2π := gαβ∂απ∂βπ. Мы видим, что поле
π является полем дилатона, и лагранжиан зависит от двух произвольных функций
U(π) и V (π), которые определяют кинетическую и потенциальную части лагранжи-
ана дилатонного поля.

Отметим, что первое слагаемое в лагранжиане (2.67) не равно дивергенции, т.к.
скалярная кривизна умножается на поле дилатона, что соответствует неминималь-
ной связи дилатона с гравитационным полем.

Таким образом, если лагранжиан полей материи не содержит лоренцевой связно-
сти, то двумерная гравитация с кручением эквивалентна двумерной дилатонной гра-
витации. На самом деле мы доказали, что если исходные переменные eαa, ωα, pa, π и
X удовлетворяют уравнениям движения (2.18)–(2.22), то переменные gαβ, π и X удо-
влетворяют уравнениям движения, вытекающим из лагранжиана Ld +Lx. Обратное
утверждение следующее. Пусть переменные gαβ, π и X удовлетворяют уравнениям
движения для лагранжиана Ld + Lx. После этого решим алгебраическое уравнение
eα

aeβ
bηab= gαβ для репера (решение определено с точностью до локальных лоренце-

вых вращений), построим импульс pa, используя уравнение (2.20), и решим уравнения
(2.19) и (2.66) для T ∗a и ωα соответственно. Тогда исходные уравнения (2.18)–(2.22)
будут удовлетворены.

Эквивалентность моделей гравитации является не только локальной, но и гло-
бальной, поскольку преобразование переменных (2.66) невырождено, что следует из
невырожденности репера.

Доказанная эквивалентность двумерных моделей гравитации дает геометриче-
ский смысл дилатонному полю: это импульс, сопряженный пространственной ком-
поненте лоренцевой связности ω1.

Чтобы получить уравнения движения для двумерной дилатонной гравитации
удобно воспользоваться формулой (??). Вариация лагранжиана (2.67) по метрике
и дилатонному полю дает следующие уравнения движения

1√
|g|

δLd

δgαβ
: −1

2
(gαβ�̃π − ∇̃α∇̃βπ)− 1

2
∇̃απ∇̃βπU +

1

2
gαβ

(
1

2
∂π2U − V

)
= 0, (2.68)

1√
|g|
δLd

δπ
: −1

2
R− �̃πU − 1

2
∂π2U ′ − V ′ = 0, (2.69)
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where �̃ := gαβ∇̃α∇̃β – двумерный волновой оператор. В настоящее время неизвестно,
как решить непосредственно данную систему нелинейных уравнений для произволь-
ных функций U и V и без фиксирования системы координат. В следующем разделе
мы решим эквивалентную систему уравнений двумерной гравитации с кручением.

2.5 Размерности полей
Вычисления, проведенные в следующих разделах, сложны и громоздки. Поэтому мы
припишем в настоящем разделе всем полям и константам связи определенные раз-
мерности. Это позволяет контролировать вычисления на каждом этапе, подсчитывая
и сравнивая размерности получаемых выражений.

По-определению, все координаты имеют размерность длины, а компоненты репе-
ра, метрики и действие безразмерны:

[xα] := l, [gαβ] := 1, [eα
a] := 1, [S] := 1.

Кроме этого мы предполагаем, что компоненты лоренцевой связности имеют ту же
размерность, что и частная производная ∂α:

[ωα] := [∂α] = l−1.

Отсюда вытекают размерности компонент тензора кручения и скалярной кривизны:

[T ∗a] = l−1, [R] = l−2.

Мы предположим также, что скалярное поле имеет ту же размерность, что и в че-
тырехмерном пространстве-времени,

[X] := l−1, (2.70)

потому что в разделе ?? будет проанализирована сферически симметричная общая
теория относительности. После этого размерности всех остальных полей и констант
связи однозначно определены.

Лагранжиан в двумерном случае имеет размерность [L] = l−2. Поэтому размер-
ность обобщенных импульсов равна

[π] = 1, [pa] = l−1. (2.71)

Произвольные функции U(π) и V (π), входящие в лагранжиан (2.157), имеют размер-
ности

[U ] = 1, [V ] = l−2. (2.72)

Поэтому можно было бы ввести размерную константу перед V (π). Размерность мас-
сы скалярного (2.17) поля одинакова во всех размерностях пространства-времени

[m] = l−1.

Размерность функции ρ определена размерностью скалярного поля (2.70) и безраз-
мерностью действия

[ρ] = l2.

Импульс скалярного поля безразмерен, [P ] = 1.
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Четырехмерная гравитационная константа связи κ и космологическая постоянная
Λ имеют размерности

[κ] = l−2, [Λ] = l−4.

Минимально взаимодействующие скалярные поля в двух измеренияз имели бы
размерность

[X] = 1, [ρ] = 1.

Эти размерности удобны при анализе бозонной струны с динамической геометрией,
когда гравитационный лагранжиан (2.157) добавляется к действию бозонной струны.

2.6 Общее решение без полей материи
Важным свойством двумерной модели гравитации, описываемой только лагранжиа-
ном (2.157), является ее интегрируемость. Решение уравнений движения имеет длин-
ную историю. Первоначально, уравнения движения были решены для квадратичной
модели в конформной калибровке [?, ?] и калибровке светового конуса [?]. В ста-
тьях [?, ?, ?] решение для квадратичной модели было найдено без фиксирования
калибровки. После этого решение уравнений движения было упрощено и обобщено
в статьях [?, ?]. В настоящем разделе мы приведем конечный результат и выпишем
общее решение уравнений движения для произвольных функций U и V в отсут-
ствие полей материи. Решение естественным образом записывается в канонической
формулировке модели. Это решение имеет один вектор Киллинга (аналог теоремы
Бирхгоффа). Поэтому, используя метод конформных блоков, описанный в главе ??,
можно построить все глобальные (максимально продолженные вдоль геодезических)
решения двумерных моделей гравитации. В настоящем разделе мы полагаем X = 0.

2.6.1 Локальное решение

Интегрирование уравнений движения наиболее просто проводится для конусных
компонент векторов в касательном пространстве

p± :=
1√
2

(p0 ± p1), e1
± :=

1√
2

(e1
0 ± e11). (2.73)

Метрика Лоренца и антисимметричный тензор второго ранга имеют следующие ко-
нусные компоненты

η±± =

(
0 1
1 0

)
, ε±± =

(
0 −1
1 0

)
. (2.74)

Подъем и опускание конусных индексов проводится по правилам p+ = p− и p− = p+.
Тогда полная система уравнений движения (2.18)–(2.21) примет вид

−1

2
R− p+p−U ′ − V ′ = 0, (2.75)

−1

2
T ∗+ − p+U = 0, (2.76)

−1

2
T ∗− − p−U = 0, (2.77)

∂απ − eα+p+ + eα
−p− = 0, (2.78)

∂αp+ + ωαp+ + eα
−(p+p−U + V ) = 0, (2.79)

∂αp− − ωαp− − eα+(p+p−U + V ) = 0, (2.80)
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где
T ∗± = 2εαβ(∂α ∓ ωα)eβ

±. (2.81)

Любое локальное решение приведенной системы уравнений для U 6= 0 и V 6= 0
принадлежит одному из двух классов. Первый класс соответствует нулевому импуль-
су p− = 0 или, что эквивалентно, p+ = 0.

Теорема 2.6.1. Если в области U ⊂ M импульс p− = 0 или, что эквивалентно
p+ = 0, то общее решение уравнений движения (2.75)–(2.81) описывает поверхно-
сти нулевого кручения, T ∗α = 0, и постоянной кривизны, R = const. Поле дилатона
π при этом постоянно в U, и его значение определяется уравнением

V (π) = 0. (2.82)

Значение скалярной кривизны определяется равенством

R = −2V ′(π). (2.83)

Доказательство. Для p− = 0 поле дилатона постоянно π = const причем постоян-
ная определяется уравнением (2.82), что следует из уравнения (2.80). Тогда p+ = 0,
благодаря уравнению (2.78), и уравнение (2.79) выполнено. То есть условия p− = 0 и
p+ = 0 эквивалентны. Оставшиеся уравнения (2.75)–(2.77) показывают, что поверх-
ность U ⊂ M (пространство-время) является поверхностью с нулевым кручением и
постоянной кривизной

T ∗± = 0, R = −2V ′(π) = const. (2.84)

Лоренцевы поверхности постоянной кривизны были описаны в разделе (??). Для
этих поверхностей можно восстановить репер eα

a и лоренцеву связность ωα, кото-
рые входят в систему уравнений (2.75)–(2.81), однозначно с точностью до локальных
лоренцевых вращений.

Из теоремы 2.6.1 следует, что двумерные модели гравитации, в основу которых
положено постоянство кривизны [?, ?, ?], образуют один из классов решений урав-
нений движения двумерной гравитации с кручением.

Другой класс решений соответствует нетривиальным импульсам p− 6= 0 или p+ 6=
0 и отличному от нуля кручению. Для определенности, предположим, что p− 6= 0 в
некоторой области U ⊂M. Случай p+ 6= 0 рассматривается аналогично.

Интегрируемость уравнений движения обязана двум нетривиальным наблюдени-
ям.

Предложение 2.6.1. Уравнения движения (2.75)–(2.80) имеют интеграл движе-
ния

M := p+p− e
−Q −W =

1

2
(p2⊥ − p2) e−2q−Q −W = const, (2.85)

где Q и W являются первообразными:

Q(π) :=

∫ π

dsU(s), W (π) :=

∫ π

dsV (s) e−Q(s). (2.86)

Доказательство. Равенство
∂αM = 0.

доказывается прямыми вычислениями с использованием уравнений движения (2.78)–
(2.80). Постоянные интегрирования в определении (2.86) несущественны, т.к. M яв-
ляется интегралом движения.
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Замечание. Обозначение интеграла движения буквой M не случайно. Для сфери-
чески редуцированной общей теории относительности интеграл движения M совпа-
дает с массой в решении Шварцшильда с точностью до постоянного множителя (см.
раздел ??).

Для контроля дальнейших вычислений выпишем размерности

[Q] = 1, [W ] = [M ] = l−2,

что является следствием размерностей полей (2.72) и (2.71).
Заметим, что интеграл движения зависит только от импульсов pa и π, и его со-

хранение является следствием трех уравнений (2.78)–(2.80).

Предложение 2.6.2. 1-форма

dxαfα :=
√
κ
dxαeα

+

p−
eQ, p− 6= 0 (2.87)

является замкнутой на уравнениях движения.

В определении (2.87) мы ввели размерную постоянную κ > 0, [κ] = l−2, для того,
чтобы компоненты формы fα были безразмерными, [fα] = 1.

Доказательство. Чтобы доказать замкнутость формы (2.87), необходимо доказать
равенство

ε̂αβ∂αfβ = 0.

Его нетрудно проверить, использую уравнения движения (2.76), (2.78) и (2.80).

Согласно лемме Пуанкаре из замкнутости 1-формы (2.87) следует, что в области
U форму можно записать в виде градиента

fα = ∂αf (2.88)

от некоторой достаточно гладкой функции f .
Теперь можно выписать общее решение уравнений движения.

Теорема 2.6.2. Если в области U ⊂ M импульс p− 6= 0, то общее решение уравне-
ний движения (2.75)–(2.80) имеет вид

eα
+ =

1√
κ
p− e

−Q∂αf, (2.89)

eα
− =

1

p−

[
1√
κ

(M +W )∂αf − ∂απ
]
, (2.90)

ωα =
∂αp−
p−
− 1√

κ

[
(M +W )U + e−QV

]
∂αf, (2.91)

p+ =
1

p−
(M +W ) eQ, (2.92)

где M – постоянная; функции Q, W определены равенствами (2.86), f – произволь-
ная функция с отличным от нуля градиентом, ∂αf 6= 0 и функции π и p− 6= 0
произвольны.
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Доказательство. Выражение компонент репера (2.89) является следствием уравне-
ний (2.87) и (2.88). Выражение (2.90) следует из уравнений (2.78) и (2.85). Выражение
для лоренцевой связности (2.91) вытекает из уравнений (2.80) и (2.85). Выражение
для импульса (2.92) является простым переписыванием равенства (2.85). Последний
шаг доказательства заключается в проверке того, что оставшиеся уравнения движе-
ния (2.75)–(2.77) и (2.79) удовлетворяются для произвольных функций f, π и p−. Это
проверяется прямыми вычислениями и является следствием линейной зависимости
уравнений движения (2.27) и (2.29).

Второй класс решений уравнений движения, который описан теоремой 2.6.2, со-
ответствует лоренцевым поверхностям с нетривиальным кручением и непостоянной
кривизной, которые проще всего вычислить, воспользовавшись уравнениями (2.75)–
(2.77). На этих поверхностях метрика определена репером (2.89), (2.90):

ds2 = 2eα
+eβ

−dxαdxβ = 2 e−Q
[

1

κ
(M +W )df 2 − 1√

κ
dfdπ

]
. (2.93)

Мы видим, что функции f и π аналогичны координатам Эддингтона–Финкельстейна
[?, ?] для решения Шварцшильда (см. раздел 1.2). При этом поле дилатона π(x)
является светоподобной координатой.

Общее решение уравнений движения (2.89)–(2.92) было получено без фиксиро-
вания какой либо калибровки и содержит три произвольные функции f(x), π(x) и
p−(x). Из вида решения (2.89)–(2.92) и метрики (2.93) следует, что первые две функ-
ции соответствуют инвариантности модели относительно преобразования координат.
Поэтому на них необходимо наложить условие

dπ ∧ df 6= 0 ⇔ εαβ∂απ∂βf 6= 0. (2.94)

Третья произвольная функция p− соответствует локальным лоренцевым вращениям
и должна быть либо строго положительной p− > 0, либо строго отрицательной p− <
0, что соответствует предположению p− 6= 0 в условии теоремы.

Компоненты метрики (2.93) зависят только от поля дилатона π и поэтому все
решения уравнений движения из второго класса имеют векторное поле Киллинга

K =
1√
κ

∂

∂f
. (2.95)

Квадрат вектора Киллинга равен

K2 =
2

κ2
e−Q(M +W ) (2.96)

и может быть времениподобным или пространственноподобным в зависимости от
знака M+W . Горизонты определяются равенством M+W = 0, где вектор Киллинга
светоподобен.

Существование вектора Киллинга для решений уравнений движения из второго
класса является обобщением хорошо известной теоремы Бирхгоффа в общей теории
относительности, утверждающей, что у любого сферически симметричного решения
вакуумных уравнений Эйнштейна существует дополнительный вектор Киллинга, не
связанный с вращательной симметрией.
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Общее решение (2.89)–(2.92) в новых канонических переменных, введенных в раз-
деле 2.3.1, имеет вид

p =
2√
κ

(M +W )∂1f − ∂1π, (2.97)

p⊥ = ∂1π, (2.98)

e2q =
2

κ
∂1f
[√
κ∂1π − (M +W )∂1f

]
e−Q, (2.99)

e2q⊥ =
p2−∂1f√

κ∂1π − (M +W )∂1f
e−Q. (2.100)

Это решение определено только для тех функций π и f , которые обеспечивают по-
ложительность правой части равенств (2.99) и (2.100) в соответствии со сделанным
ранее предположением (2.59).

Решение уравнений движения в теореме 2.6.2 получено при условии p− 6= 0. Если
в области U ⊂M выполнено другое условие p+ 6= 0, то функция (2.85) все еще будет
интегралом движения, однако 1-форму (2.87) необходимо заменить, т.к. функция p−
может иметь нули. Нетрудно проверить, что 1-форма

df :=
√
κ
dxαeα

−

p+
eQ

является замкнутой на уравнениях движения (2.77), (2.78) и (2.79). Аналогичные
вычисления показывают, что в случае p+ 6= 0 общее решение имеет вид

eα
− =

1√
κ
p+ e−Q∂αf, (2.101)

eα
+ =

1

p+

[
1√
κ

(M +W )∂αf + ∂απ

]
, (2.102)

ωα = −∂αp+
p+
− 1√

κ

[
(M +W )U + e−QV

]
∂αf, (2.103)

p− =
1

p+
(M +W ) eQ, (2.104)

где произвольная функция p+(x) 6= 0 параметризует решение (вместо p−). Соответ-
ствующая метрика отличается от метрики (2.93) знаком перед вторым слагаемым

ds2 = 2 e−Q
[

1

κ
(M +W )df 2 +

1√
κ
dfdπ

]
. (2.105)

Различие можно устранить переопределением f 7→ −f .
Второй класс решений уравнений движения описывает поверхности непостоянной

кривизны и нетривиального кручения. Из уравнения (2.75) следует выражение для
скалярной кривизны в этом случае

R = −2(p+p−U ′ + V ′) = −2
[
(M +W ) eQU ′ + V ′

]
. (2.106)

Квадрат тензора кручения, который является геометрическим инвариантом, опреде-
ляется уравнениями (2.76), (2.77):

T ∗aT ∗a = 2T ∗+T ∗− = 8p+p−U2 = 8(M +W ) eQU2. (2.107)
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Хотя общее решение уравнений движения из второго класса определяется тремя
произвольными функциями π, f и p− (или p+), в правых частях равенств (2.106),
(2.107) стоят функции только от π.

В заключение раздела рассмотрим отношение интеграла движения M к вторич-
ным связям, имеющимся в теории. Уравнение

M = const (2.108)

представляет собой связь первого рода. В этом можно убедиться после вычисления
пространственной производной:

∂1M = e−Q
[
−paGa +

(
1

2
papaU + V

)
G

]
. (2.109)

Скобка Пуассона связи (2.108) с вторичными связями обращается в нуль[
M,G′a

]
=
[
M,G′

]
= 0.

Следовательно, связь M принадлежит центру алгебры (2.41)–(2.43). Прямые вычис-
ления приводят к следующим скобкам Пуассона связи M с другими связями:[
M, G̃′a

]
=

[
kcpcω1 +

1

2
pcpcU + V

]
ka e

−QGδ,

[
M, G̃′0

]
=
[
M, G̃′1

]
=

[
(p⊥ − p) e−2qω1 +

1

2
(p2⊥ − p2) e−2qU + V

]
e−(q+q⊥+Q)Gδ,

[
M,H ′0

]
=

[
−e1

apa
g11

H0 −
e1
aεa

bpb
g11

H1 +

(
kapaω1 +

1

2
papaU + V

)
G

]
e−Qδ =

=

[
p e−2qH0 − p⊥ e−2qH1 +

(
(p⊥ − p) e−2qω1 +

1

2
(p2⊥ − p2) e−2qU + V

)
G

]
e−Qδ,

[
M,H ′1

]
=

[
e1
aεa

bpb
g11

H0 +
e1
apa
g11

H1 +

(
−kapaω1 +

1

2
papaU + V

)
G

]
e−Qδ =

=

[
p⊥ e

−2qH0 − p e−2qH1 +

(
−(p⊥ − p) e−2qω1 +

1

2
(p2⊥ − p2) e−2qU + V

)
G

]
e−Qδ,

где, для краткости, мы опустили аргументы δ-функции в правых частях. Выше мы
выписали скобки Пуассона в переменных до и после канонического преобразования
для сравнения. Мы видим, что связь (2.108) не образует замкнутой подалгебры со
связями H0 и H1.

2.6.2 Глобальные решения

В предыдущем разделе мы нашли все локальные решения двумерной гравитации
без полей материи. Решения из первого класса описывают поверхности постоянной
кривизны и нулевого кручения. Глобальная структура этих поверхностей хорошо
известна: это либо однополостный гиперболоид, описанный в разделе ??, либо плос-
кость Минковского R1,1. Решения из второго класса описывает лоренцевы поверхно-
сти ненулевого кручения и непостоянной кривизны. На этих поверхностях определе-
на метрика, имеющая один вектор Киллинга. Поэтому для построения глобальных
решений (поверхностей, максимально продолженных вдоль экстремалей и геодези-
ческих) можно воспользоваться методом конформных блоков, описанным в главе ??.
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Однако для его применения необходимо преобразовать полученную ранее метрику к
нужному виду. Этой задачей мы займемся в настоящем разделе.

Для применения метода конформных блоков двумерную метрику необходимо пе-
реписать в конформно плоском виде. Это необходимо сделать в каждой области, где
определено решение уравнений движения.

Запишем сначала метрику (2.93) в диагональном виде, который будет полезен
для сравнения со случаем наличия скалярного поля. В области, где M + W > 0 мы
оставим координату π без изменения, но заменим координату f :

(π, f) 7→ (π, τ), f :=
1

2
τ + g(π), (2.110)

где функция g(π) определена уравнением

g′ =

√
κ

2(M +W )
. (2.111)

Это преобразование определено по крайней мере между горизонтами, которые опре-
деляются уравнением M +W = 0. Тогда метрика (2.93) станет диагональной

ds2 =
1

2
e−Q

[
1

κ
(M +W )dτ 2 − dπ2

M +W

]
. (2.112)

В области M+W > 0 координата τ являются времениподобной, а π – пространствен-
ноподобной.

Эту метрику легко переписать в конформно плоском виде, который нужен для по-
строения глобальных решений. С этой целью введем пространственную координату
σ, определенную уравнением

dπ

dσ
= ±M +W√

κ
,

и оставив координату τ без изменения. В результате получим конформно плоскую
метрику

ds2 =
1

2κ
e−Q(M +W )(dτ 2 − dσ2), M +W > 0. (2.113)

Теперь введем инвариантную переменную q̂(π), связанную с π обыкновенным диф-
ференциальным уравнением

dq̂

dπ
=

1√
κ
e−Q. (2.114)

Тогда метрика (2.113) примет следующую форму

ds2 = Φ(q̂)(dτ 2 − dσ2), Φ(q̂) > 0, (2.115)

где

± dq̂
dσ

= Φ(q̂), (2.116)

и конформный множитель имеет вид

Φ(q̂) =
1

2κ
e−Q(M +W ). (2.117)
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Это и есть необходимый вид метрики в статической области M + W > 0. Данная
область является статической, т.к. конформный множитель Φ не зависит от времени
τ .

В области M +W < 0 мы вводим новую пространственную координату σ:

(π, f) 7→ (π, σ), f :=
1

2
σ + g(π),

где функция g(π) определена прежним уравнением (2.111). Тогда метрика (2.93) при-
мет диагональный вид

ds2 = −1

2
e−Q

[
dπ2

M +W
− 1

κ
(M +W )dσ2

]
.

Поскольку в рассматриваемом случае M +W < 0, то координата π является време-
ниподобной, а σ – пространственноподобной. Теперь введем новую временну́ю коор-
динату τ с помощью уравнения

dπ

dτ
= ±M +W√

κ
.

Тогда метрика примет конформно плоский вид

ds2 = − 1

2κ
e−Q(M +W )(dτ 2 − dσ2), M +W < 0.

В терминах инвариантной переменной q̂(π) (2.114) эта метрика запишется в виде

ds2 = −Φ(q̂)(dτ 2 − dσ2), Φ(q̂) < 0, (2.118)

где конформный множитель определен прежним уравнением (2.117) и

±dq̂
dτ

= −Φ(q̂).

Эта метрика однородна, т.к. конформный множитель зависит только от времени τ .
Решения для метрики в статическом M +W > 0 и M +W < 0 однородном случае

можно объединить

ds2 = |Φ(q̂)| (dτ 2 − dσ2),∣∣∣∣dq̂dζ
∣∣∣∣ = ±Φ(q̂),

где ζ = σ и ζ = τ соответственно для положительных и отрицательных значений кон-
формного множителя Φ(q̂). Метод конформных блоков был разработан для метрик
именно такого вида. Конечно, глобальная структура решений зависит от функций
U и V , определяющих модель. В любом случае можно построить максимально про-
долженные решения путем анализа нулей и особенностей конформного множителя
Φ(q̂).

Глобальные решения строятся путем анализа нулей и особенностей конформного
множителя Φ(q̂). Для упрощения вида конформного множителя переменную q̂ можно
сдвинуть q̂ 7→ q̂+ const. При этом вид метрики не изменится. Кроме того, переменную
q̂ и координаты τ, σ можно одновременно умножить на отличную от нуля постоянную
a:

q̂ 7→ q̂′ := aq̂ и τ, σ 7→ τ ′ := aτ, σ′ := aσ.

В результате метрика умножится на a2. Конечно, такое преобразование не изменит
глобальной структуры пространства-времени. В частности, можно выбрать a = −1.
Таким образом, без ограничения общности можно совершить линейное преобразова-
ние переменной q̂ для упрощения вида конформного множителя Φ(q̂).
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2.7 Квадратичная модель
В качестве примера интегрирования уравнений движения двумерной гравитации рас-
смотрим квадратичную модель (2.13) без скалярного поля. [?, ?, ?].

Начнем с локального решения. Для квадратичной модели произвольные функ-
ции, входящие в лагранжиан, имеют вид (2.24). Теорема 2.6.1 дает первый класс
решений уравнений движения. Условие (2.82) определяет значение поля дилатона

V (π) = 0 ⇔ π = ±2
√
λγ.

Далее, из равенств (2.84) находим кручение и кривизну:

T ∗a = 0, R = ±2

√
λ

γ
. (2.119)

Таким образом, квадратичная модель описывает поверхности нулевого кручения и
постоянной кривизны. Такие решения существуют только при λ/γ > 0.

Второй класс решений уравнений движения описывает поверхности с нетриви-
альным кручением и непостоянной кривизной. Эти решения зависят от двух перво-
образных (2.86):

Q :=

∫ π

ds
1

β
=
π

β
, (2.120)

W :=

∫ π

ds

(
− s

2

4γ
+ λ

)
e−

π
β =

(
β

4γ
π2 +

β2

2γ
π +

β3

2γ
− βλ

)
e−

π
β . (2.121)

После этого общее решение из второго класса принимает вид (2.89)–(2.92), куда на-
до подставить найденные функции Q, W и постоянную M . Это решение записано
в произвольной системе координат (функции f , π) и при произвольном лоренцевом
повороте (функция p−). Соответствующая метрика на лоренцевой поверхности при-
нимает вид (2.93).

Скалярную кривизну и псевдослед тензора кручения находим из уравнений (2.75)–
(2.77):

R =
π

γ
, T ∗± = −2p±

β
. (2.122)

Мы видим, что поле дилатона в квадратичной модели с точностью до множителя
совпадает со скалярной кривизной.

Вид решения можно упростить, зафиксировав калибровку. Положим, например,

f = τ, π = σ, p− = 1.

Тогда общее локальное решение уравнений движения примет вид (для простоты по-
ложим также κ = 1)

e0
+ = 0,

e1
+ = e−Q,

e0
− = M +W,

e1
− = −1,

ω0 = −M +W

β
+

(
σ2

4γ
− λ
)

e−Q,

ω1 = 0,

p+ = (M +W ) eQ,

(2.123)
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где

Q =
σ

β
, W =

(
β

4γ
σ2 +

β2

2γ
σ +

β3

2γ
− βλ

)
e−

σ
β .

В этой калибровке скалярная кривизна не зависит от времени τ и пропорциональна
σ:

R =
σ

γ
.

Псевдослед тензора кручения имеет следующие компоненты:

T ∗+ = − 2

β
, T ∗− = − 2

β
(M +W ) eQ.

Метрика на этой поверхности имеет вид

ds2 = 2 e−Q
[
(M +W )dτ 2 − dτdσ

]
. (2.124)

Нахождение общего локального решения уравнений движения является важным
этапом исследования модели, но это далеко не все. Используя метод конформных
блоков, изложенный в разделе ??, мы в состоянии описать глобальную структуру
лоренцевых поверхностей двумерной гравитации. Чтобы это сделать, метрику на-
до переписать в конформно плоском виде, как было указано в разделе 2.6.2. Для
простоты, в дальнейшем анализе мы положим κ = 0.

Переменная q̂ связана с полем дилатона уравнением (2.114). В рассматриваемом
случае его решение имеет вид

q̂ = −β e−
π
β ⇔ π = −β ln

(
− q̂
β

)
. (2.125)

Теперь можно выписать конформный множитель (2.117)

Φ =
β

8γ
q̂

{[
ln2
(
− q̂
β

)
− 2 ln

(
− q̂
β

)
+ 2− Λ

]
q̂ − 4γ

β2
M

}
,

где

Λ :=
4λγ

β2
.

Для упрощения анализа нулей и особенностей конформного множителя мы, не огра-
ничивая общности, можем совершить линейное преобразование переменной q̂. Поло-
жив

q̂ := −βq
e
, M 7→ β3 e

4γ
M

и отбросив несущественный постоянный множитель, получим следующий конформ-
ный множитель

Φ = q
[
( ln2q + 1− Λ)q +M

]
. (2.126)

Глобальная структура решений уравнений движения двумерной гравитации соответ-
ствуют интервалу q ∈ (0,∞) и определяются нулями конформного множителя.
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2.8 Пуассоновы сигма модели
Пуассоновы сигма модели представляют собой широкий класс интегрируемых моде-
лей в двумерном пространстве. Они были введены в [?] под названием нелинейные
калибровочные модели. Смысл этого названия будет пояснен далее в разделе 2.8.3.
В дальнейшем модель была сформулирована на языке дифференциальных форм [?],
и теперь известна как пуассонова сигма модель.

Пусть дано два многообразия M и N размерностей: dimM = 2 и dimN = n ≥ 2.
Двумерное многообразие M (поверхность) является произвольным, а многообразие
N предполагается пуассоновым (см. раздел ??). Обозначим локальные координаты
на M и N соответственно

(xα) ∈M, α = 0, 1; (Xa) ∈ N, a = 1, . . . , n.

Будем рассматривать многообразие N в качестве пространства-мишени:

X : M 3 x 7→ X(x) ∈ N.

Локально это отображение задается n достаточно гладкими функциями Xa(x).
Можно представлять себе многообразие M как двумерное пространство-время,

хотя для формулировки пуассоновых сигма моделей задание метрики на M необяза-
тельно.

Пуассоновость пространства-мишени N означает, что на нем задана пуассонова
структура

J =
1

2
Jab∂a ∧ ∂b,

которая была определена в разделе ??. Компоненты антисимметричного контрава-
риантного тензора второго ранга Jab(X), которые задают пуассонову структуру в
координатах, зависят от точки многообразия пространства-мишени N и являются
сложными функциями на M, поскольку X = X(x).

Будем также предполагать, что на M задан набор 1-форм Aa = dxαAαa, которые
по индексу a образуют ковектор относительно преобразований координат в N. Тогда
пуассоновой сигма модель определяется следующим действием

S :=

∫
M

(
Aa ∧ dXa +

1

2
JabAa ∧ Ab

)
. (2.127)

Подынтегральное выражение представляет собой 2-форму и поэтому интеграл опре-
делен. Конечно, мы также предполагаем, что интеграл сходится. Подчеркнем, что
действие (2.127) вообще не зависит от какой либо метрики ни на M, ни на N.

Действие (2.127) можно переписать в координатах:

S =

∫
M
dxL, (2.128)

где лагранжиан пуассоновой сигма модели имеет вид

L = −ε̂αβ
(
Aαa∂βX

a +
1

2
JabAαaAβb

)
, (2.129)

и ε̂αβ – полностью антисимметричная тензорная плотность второго ранга: ε̂01 =
−ε̂10 = −1.
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Здесь видна специфика двумерия, т.к. для построения пуассоновой сигма моде-
ли существенно используется существование полностью антисимметричного тензора
второго ранга. Попытки обобщения пуассоновой сигма модели на многообразия M
более высоких размерностей пока ни к чему не привели.

По-построению, действие (2.127) инвариантно относительно общих преобразова-
ний координат на M и не зависит от того, задана на M метрика или нет. Действие
(2.127) инвариантно также относительно преобразований координат в N, т.к. при
преобразовании координат Xa 7→ Xa′ = Xa′(X) по правилу дифференцирования
сложной функции имеем равенства

dXa′ = dxα∂αX
a∂aX

a′ = dXa∂aX
a′ .

Пуассонова структура Jab и 1-формы Aa при этом преобразуются по тензорному
закону:

Ja′b′ = Jab∂aX
a′∂bX

b′ , Aa′ = ∂a′X
aAa,

что следует из их определения. Отметим, что поля Xa сами по себе не образуют
вектора относительно преобразований координат в N, т.к. являются координатными
функциями.

Уравнения Эйлера–Лагранжа пуассоновой сигма модели имеют вид

δS

δAαa
= −ε̂αβ(∂βX

a + JabAβb) = 0, (2.130)

δS

δXa = −ε̂αβ
(
∂αAβa +

1

2
∂aJ

bcAαbAβc

)
= 0. (2.131)

Используя обозначения дифференциальных форм и внешнего дифференцирования
d, эти уравнения можно переписать в эквивалентном более компактном виде

dXa + JabAb = 0, (2.132)

dAa +
1

2
∂aJ

bcAb ∧ Ac = 0. (2.133)

Внешний дифференциал от уравнения (2.132) равен нулю:

d(2.132) = −1

2
(Jad∂dJ

bc + Jbd∂dJ
ca + Jcd∂dJ

ab)Ab ∧ Ac = 0

в силу определения пуассоновой структуры. Внешний дифференциал от второго
уравнения также равен нулю, d(2.133) = 0, т.к. любая 3-форма на двумерном мно-
гообразии равна нулю. Тем самым условия интегрируемости системы уравнений в
частных производных (2.132), (2.133) выполнены.

Действие пуассоновой сигма модели (2.127) при локальных инфинитезимальных
преобразованиях с малым параметром εa(x)

δXa = Jabεb,

δAαa = −∂αεa − ∂aJ
bcAαbεc

(2.134)

в линейном приближении по ε меняется на полную производную:

δL = −∂α(ε̂αβεa∂βX
a).
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В этом можно убедиться прямой проверкой. Согласно второй теореме Нетер наличие
локальной инвариантности приводит к зависимости уравнений движения (см. раздел
??)

∂α
δS

δAαa
− ∂bJ

caAαc
δS

δAαb
+ Jab δS

δXb = 0.

Преобразования симметрии (2.134) содержат в себе общие преобразования коор-
динат в инфинитезимальной форме. Чтобы убедиться в этом, рассмотрим инфини-
тезимальные преобразования (2.134) специального вида

εa := ξαAαa.

Тогда для преобразования полей с учетом уравнений Эйлера–Лагранжа (2.130), (2.131)
получим следующие равенства:

δXa = −ξα∂αXa, δAαa = −ξβ∂βAαa − ∂αξβAβa.

Это и есть общие преобразования координат на M, записанные в инфинитезимальной
форме: xα 7→ xα + ξα, где ξα(x) – компоненты векторного поля, параметризующего
малые преобразования координат.

Рассмотрим коммутатор двух локальных преобразований (2.134) с параметрами
ε1 и ε2. Прямые вычисления приводят к равенствам:

[δ2, δ1]X
a = δ3X

a, (2.135)
[δ2, δ1]Aαa = δ3Aαa + ∂2abJ

cdε2cε1d(∂αX
b + JbeAαe), (2.136)

где параметр результирующего преобразования (2.134) равен

ε3a := ∂aJ
bcε2bε1c.

Мы видим, что “алгебра” локальных преобразований (2.134) замыкается только на
уравнениях движения, если пуассонова структура нелинейна по координатам.

2.8.1 Гамильтонова формулировка

Сформулируем пуассонову сигма модель на гамильтоновом языке. С этой целью про-
интегрируем первое слагаемое в действии (2.128) по частям. Тогда лагранжиан пуас-
соновой сигма модели (2.129) примет вид

L = ∂0A1aX
a − ∂1A0aX

a + JabA0aA1b.

Теперь вычислим импульсы, сопряженные полям Aαa,

P 0a :=
∂L

∂(∂0A0a)
= 0, (2.137)

P 1a :=
∂L

∂(∂0A1a)
= Xa. (2.138)

Отсюда следует, что поля Xa(x) являются импульсами, сопряженными простран-
ственным компонентам A1a, а действие пуассоновой сигма модели после интегриро-
вания по частям уже записано в гамильтоновом виде.

Переобозначим для краткости координаты: x0 = τ , x1 = σ. Говорить о том, что ко-
ординаты τ и σ являются временно́й и пространственной не имеет никакого смысла,
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т.к. на M отсутствует метрика. Мы рассматриваем координату τ просто как некото-
рый параметр эволюции.

Одновременны́е скобки Пуассона для координат и импульсов имеют канониче-
ский вид:

[Aαa, P
′βb] = δβαδ

b
aδ(σ, σ

′),

[Aαa, A
′
βb] = [Pαa, P ′βb] = 0,

где штрих у поля означает, что оно рассматривается в точке σ′.
Нетрудно вычислить гамильтониан пуассоновой сигма модели

H = −
∫
dσA0aG

a, (2.139)

где
Ga = ∂1X

a + JabA1b. (2.140)

Равенства нулю импульсов (2.137), сопряженных временны́м компонентам A0a,
являются первичными связями пуассоновой сигма модели. Условие их сохранения
во времени приводит к вторичным связям:

Ṗ 0a = [P 0a, H] = Ga = 0,

где точка обозначает дифференцирование по τ . Прямые вычисления показывают,
что вторичные связи удовлетворяют замкнутой алгебре скобок Пуассона:

[Ga, G′b] = Gc∂cJ
abδ(σ, σ′). (2.141)

Скобки Пуассона первичных связей (2.137) между собой и с вторичными связями,
очевидно, равны нулю. Это значит, что пуассонова сигма модель содержит n пер-
вичных и n вторичных связей первого рода, а гамильтониан (2.139) равен линейной
комбинации связей. Временны́е компоненты A0a играют при этом роль множителей
Лагранжа.

Как известно, все связи первого рода являются генераторами локальных пре-
образований симметрии действия (см. раздел ??). Преобразования симметрии для
первичных связей задаются интегралом

Tζ =

∫
dσζaP

0a,

где ζ(x) – параметр преобразования. Эти преобразования действуют только на 0-
компоненты полей. Явный вид преобразований задается скобками Пуассона:

δP 0a := [P 0a, Tζ ] = 0,

δA0a := [A0a, Tζ ] = ζa.

Аналогично преобразования симметрии для вторичных связей с параметром εa
задаются интегралом

Tε =

∫
dσεaG

a.

В явном виде имеем следующие инфинитезимальные преобразования:

δXa := [Xa, Tε] = Jabεb,

δA1a := [A1a, Tε] = −∂1εa − ∂aJ
bcA1bεc.
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Эти преобразования симметрии совпадают с инфинитезимальными преобразования-
ми (2.134) для пространственных компонент полей.

Следуя общим правилам, посчитаем число физических (распространяющихся)
степеней свободы. Модель содержит 4n полей: Aαa и Pαa. Пуассонова сигма модель
является калибровочной и содержит 2n связей первого рода. Чтобы однозначно за-
фиксировать решение уравнений движения необходимо наложить такое же число
калибровочных условий. Поскольку 4n − 2n − 2n = 0, то пуассонова сигма модель
не описывает ни одной физической степени свободы. Такие модели часто называют
топологическими.

2.8.2 Общее решение уравнений движения

Докажем, что пуассоновы сигма модели являются интегрируемыми. Допустим, что
пуассонова структура (т.е. матрица Jab) имеет постоянный ранг 2m < n на N. По-
скольку матрица Jab антисимметрична, то ранг пуассоновой структуры должен быть
четным. Согласно теореме Дарбу (см. раздел ??) на пуассоновом многообразии су-
ществует такая система координат, что пуассонова структура имеет канонический
вид. Обозначим эти координаты через

{Xa} 7→ {Xm, X i}, m = 1, . . . , 2m < n, i = 2m+ 1, . . . , n.

Тогда в координатах Дарбу пуассонова структура примет канонический вид

Jab =

(
$−1mn 0

0 0

)
, (2.142)

где $−1 = −$ – матрица, обратная к канонической симплектической форме,

$ :=

(
0 −1
1 0

)
.

Здесь 1 обозначает единичную m×m матрицу. Координатные функции X i являются
n− 2m функциями Казимира пуассонова многообразия, а 2m-мерное подмногообра-
зие, определяемое уравнениями X i = const, – симплектическим.

Теорема 2.8.1. Общее решение уравнений движения (2.132), (2.133) пуассоновой
сигма модели в некоторой области U ⊂M имеет вид

Am = −$mndX
n, Ai = dfi, X i = const, (2.143)

где Xm(x) и fi(x) – произвольные функции, а X i – произвольный набор постоянных.

Доказательство. Поскольку пуассонова сигма модель инвариантна относительно
общих преобразований координат в пространстве-мишени, то перейдем к коорди-
натам Дарбу (они всегда существуют в некоторой области U ⊂M). Тогда уравнения
движения (2.132), (2.133) примут простой вид

dXm +$−1mnAn = 0, (2.144)
dX i = 0, (2.145)
dAm = 0, (2.146)
dAi = 0. (2.147)
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Уравнение (2.144) решим относительно 1-форм Am = −$mndX
n. Тогда уравнение

(2.146) тождественно удовлетворяется. Уравнение (2.145) имеет решение X i = const.
Последнее уравнение (2.147) означает, что 1-формы Ai должны быть замкнуты. То-
гда из леммы Пуанкаре следует, что в области U существуют такие функции fi(x),
что Ai = dfi. Отсюда следует, что общее решение уравнений Эйлера–Лагранжа пуас-
соновой сигма модели имеет вид (2.143).

Найденное решение было получено без фиксирования калибровки (системы ко-
ординат) и параметризуется n произвольными функциями {Xm, fi}. Единственное
условие на произвольные функции состоит в том, что они должны определять пе-
реход к координатам Дарбу, т.е. якобиан преобразования координат должен быть
отличен от нуля:

∂(Xm, fi)

∂(Xa)
6= 0.

Мы видим, что пуассонова сигма модель является интегрируемой, поскольку ко-
ординаты Дарбу локально всегда существуют. Для того, чтобы выписать общее ре-
шение в явном виде при заданной пуассоновой структуре Jab(X), необходимо найти
функции перехода к координатам Дарбу. Эта задача сложна, однако сам факт их су-
ществования очень важен. Фактически, нахождение координат Дарбу эквивалентно
решению исходной системы уравнений (2.132), (2.133).

Сделаем важное замечание. Общее решение (2.143) было получено в предположе-
нии, что ранг Пуассоновой структуры постоянен на всем N. Однако в пространстве-
мишени могут быть подмногообразия, на которых ранг пуассоновой структуры мень-
ше 2m. Уравнения движения на этих подмногообразиях (2.132), (2.133) необходимо
рассматривать, как особые случаи. Например, двумерную гравитацию с кручени-
ем можно рассматривать, как пуассонову сигма модель с n = 3 (см. далее раздел
2.8.4). Ранг соответствующей пуассоновой структуры равен 2 всюду на пространстве-
мишени за исключением отдельных точек, где он обращается в нуль. Этим точкам
соответствует важный класс вырожденных решений, описывающий поверхности ну-
левого кручения и постоянной кривизны.

2.8.3 Двумерные поля Янга–Миллса

Пусть пространством-мишенью является полупростая группа Ли N = G размерно-
сти n. Базис {La} соответствующей алгебры Ли g удовлетворяет коммутационным
соотношениям

[La, Lb] = fab
cLc, (2.148)

где fab
c – структурные константы. Форма Киллинга–Картана

ηab := fac
dfbd

c

для полупростой алгебры Ли g невырождена и задает двусторонне инвариантную
метрику на групповом многообразии G.

Базис алгебры g∗, дуальной к g, задается коммутационными соотношениями

[La, Lb] = fab
cL

c,

где подъем и опускание индексов производится с помощью формы Киллинга–Картана.
Изоморфизм алгебр g и g∗ естественным образом устанавливается формой Киллинга–
Картана: La := ηabLb.
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Если обозначить координаты группового многообразия G через Xa, то линейный
по координатам антисимметричный тензор второго ранга

Jab := fab
cX

c (2.149)

задает пуассонову структуру на групповом многообразии. При этом тождество Якоби
для пуассоновой структуры является следствием тождеств Якоби для структурных
констант.

Рассмотрим действие Янга–Миллса для калибровочной алгебры g∗, дуальной к
g, в двумерном пространстве-времени Минковского

Sym =

∫
M
dxLym = −1

4

∫
M
dxFαβaF

αβa, (2.150)

где
Fαβa := ∂αAβa − ∂βAαa + AαbAβcf

bc
a

– тензор кривизны для локальной формы связности Aαa. Подъем и опускание грече-
ских индексов производится с помощью метрики Минковского ηαβ := diag (+−).

Запишем действие Янга–Миллса в гамильтоновой форме. Импульсы, сопряжен-
ные к полям Aαa, равны

P 0a :=
∂Lym

∂Ȧ0a
= 0, (2.151)

P 1a :=
∂Lym

∂Ȧ1a
= −F 01a, (2.152)

где точка обозначает дифференцирование по x0 := τ . Нетрудно вычислить гамиль-
тониан модели

Hym =

∫
dσHym =

∫
dσ

(
1

2
P 1aP 1

a − A0aG
a
)
,

где
Ga = ∂1P

1a + fab
cA1bP

1c. (2.153)

Равенства нулю импульсов (2.151), соответствующих нулевым компонентам по-
лей, представляют собой первичные связи. Их сохранение во времени приводит к
вторичным связям:

Ṗ 0a = [P 0a, Hym] = Ga = 0.

Скобки Пуассона вторичных связей между собой образуют замкнутую алгебру

[Ga, G′b] = fab
cG

cδ(σ, σ′).

Таким образом, теория Янга–Миллса содержит 2n связей первого рода.
Запишем действие Янга–Миллса в канонически сопряженных переменных Aαa и

Pαa. Простые вычисления с интегрированием по частям показывают, что действие
равно сумме двух слагаемых:

Sym =

∫
dx(PαaȦαa −Hym) = Spsm

ym + Sp2
ym,

где

Spsm
ym :=

∫
dx(A0a∂1P

1a − A1a∂0P
1a + A0aA1bf

ab
cP

1c), (2.154)

Sp2
ym := −1

2

∫
dxP 1aP 1

a. (2.155)
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Первое слагаемое представляет собой пуассонову сигма модель (2.128), если поло-
жить Xa := P 1a. Второе слагаемое представляет собой интеграл от квадратичной
формы импульсов

C =
1

2
XaXa, (2.156)

которая является функцией Казимира для пуассоновой структуры (2.149). В этом
легко убедиться, вычислив скобку Пуассона с произвольной гладкой функцией f ∈
C∞(G):

[C, f ] = fabcXaXc∂bf = 0,

ввиду полной антисимметрии структурных констант.
Важным фактом является то, что не только исходное действие (2.150) калибро-

вочно инвариантно, но и оба слагаемых (2.154) и (2.155) в отдельности (с точностью
до дивергенции). Более того, слагаемое Spsm

ym инвариантно также относительно общих
преобразований координат, а эта инвариантность отсутствует в исходном действии.

Пуассонова сигма модель для полей Янга–Миллса (2.154) соответствует линей-
ной по координатам пуассоновой структуре (2.149). Поэтому ее обобщение на произ-
вольную пуассонову структуру [?] сначала было названо нелинейной калибровочной
моделью.

2.8.4 Двумерная гравитация как пуассонова сигма модель

Двумерная гравитация с кручением общего вида, рассмотренная в разделе ??, пред-
ставляет собой нетривиальную пуассонову сигма модель. В настоящем разделе эта
модель будет описана с этой точки зрения.

В моделях двумерной гравитации предполагается, что на базовом двумерном
пространстве-времени M задана метрика лоренцевой сигнатуры. Независимыми пе-
ременными в двумерной гравитации с кручением без полей материи являются репер
eαa, a = 0, 1, и лоренцева связность, которая в двумерном случае параметризует-
ся псевдовекторным полем ωα. Как было показано в разделе 2.8.1 пуассонова сигма
модель представляет собой формулировку теории в канонической форме. Поэтому
сформулируем модель сразу на этом языке, что было сделано в разделе 2.3. На-
помним, что импульсы, сопряженные пространственным компонентам репера e1a и
лоренцевой связности ωα были обозначены через pa и π.

Действие двумерной гравитации с кручением имеет вид

S =

∫
M
dxLg,

где

Lg = −1

2
(πR̂ + paT̂ ∗a)−

√
|g|
(

1

2
pap

aU + V

)
. (2.157)

Лагранжиан (2.157) зависит от двух произвольных функций U(π) и V (π). Напомним,
что плотности скалярной кривизны и псевдоследа тензора кручения выражаются
через репер и лоренцеву связность с помощью следующих соотношений:

R̂ :=
√
|g|R = 2ε̂αβ∂αωβ, (2.158)

T̂ ∗a :=
√
|g|T ∗a = 2ε̂αβ(∂αeβa − ωαεabeβb). (2.159)

В разделе 2.4 было показано, что модель двумерной гравитации (2.157) эквива-
лентна двумерной дилатонной гравитации. При этом импульс π отождествляется
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с полем дилатона. Однако только в виде (2.157) двумерная гравитация имеет вид
пуассоновой сигма модели.

Пространство-мишень пуассоновой сигма модели N, соответствующей двумерной
гравитации, трехмерно: {Xa} = {pa, π} ∈ R3. Пуассонова структура на R3 задается
антисимметричной 3× 3 матрицей

Jab :=

(
−εab

(
1
2
pcp

cU + V
)

pcεc
a

−pcεcb 0

)
=

 0 1
2
pcp

cU + V −p0

−1
2
pcp

cU − V 0 −p1

p0 p1 0

 (2.160)

Эта матрица, как легко проверить, удовлетворяет тождеству Якоби (??).
Набор 1-форм пуассоновой сигма модели задается репером и лоренцевой связно-

стью: {Aαa} = {eαa, ωα}. Теперь нетрудно убедиться, что с точностью до дивергенции
лагранжиан (2.157) совпадает с лагранжианом пуассоновой сигма модели

LG
div
= −ε̂αβ

(
Aαa∂βX

a +
1

2
JabAαaAβb

)
.

Если функцию 1
2
U+V в лагранжиане заменить на более общую функциюW (pcp

c, π),
зависящую от двух аргументов: инвариантной суммы pcp

c и π, то можно проверить,
что соответствующая матрица Jab также будет задавать пуассонову структуру. Со-
гласно общей схеме раздела 2.8.2 такая модель является интегрируемой. Однако най-
ти координаты Дарбу и, следовательно, выписать общее решение не удается. Для
двумерной гравитации с кручением вида (2.157) общее решение уравнений Эйлера–
Лагранжа можно выписать в явном виде, что и является причиной конкретного вы-
бора пуассоновой структуры.

Пуассонова структура (2.160) является вырожденной: det Jab = 0. Почти всюду
на пространстве-мишени N ≈ R3 ее ранг равен двум rank Jab = 2. Исключение со-
ставляют лишь точки π = const, pa = 0, где значения π являются корнями уравнения
V (π) = 0. В этих точках пуассонова структура обращается в нуль. Общее решение
уравнений движения двумерной гравитации без полей материи было приведено в
разделе 2.6. В вырожденных точках модель описывает поверхности постоянной кри-
визны и нулевого кручения. Остальным точкам пространства-мишени соответствуют
поверхности непостоянной кривизны и ненулевого кручения.



Глава 3

Алгебры Клиффорда

Алгебры Клиффорда представляют собой довольно общую математическую кон-
струкцию, которая в простейших случаях включает в себя поле комплексных чисел,
матрицы Паули и Дирака и многие другие хорошо известные понятия. Они играют
важную роль в математической физике, например, в описании спинорных представ-
лений групп вращений в евклидовом и псевдоевклидовом пространстве. В настоя-
щей главе мы дадим определение алгебр Клиффорда, опишем основные свойства и
покажем, что их можно использовать для построения групп Ли, которые являют-
ся универсальными накрывающими для групп вращений. В конце главы будут рас-
смотрены спиноры в четырехмерном пространстве-времени Минковского. Подробное
изложение затронутых ниже вопросов можно найти в книгах [?, ?, ?].

Определение. Алгеброй a над полем F называется векторное пространство, на ко-
тором задано умножение

a 3 f, g 7→ fg ∈ a,

которое согласовано с линейной структурой:

f(g + h) = fg + fh, (g + h)f = gf + hf, ∀f, g, h ∈ a,

a(fg) = (af)g = f(ag), ∀f, g ∈ a, ∀a ∈ F. (3.1)

Другими словами, алгеброй называется кольцо a (сложение элементов и их умноже-
ние без условия ассоциативности), которое является векторным пространством над
полем F, и удовлетворяет условию (3.1). Алгебра называется ассоциативной, если
выполнено условие

(fg)h = f(gh) = fgh, ∀f, g, h ∈ a.

Алгебра называется коммутативной, если fg = gf . Алгебра называется алгеброй с
единицей e ∈ a, если выполнено условие

ef = fe = f, ∀f ∈ a.

Ассоциативная алгебра с единицей называется унитальной. Элемент унитальной ал-
гебры f называется обратимым, если существует такой элемент f−1, что выполнены
равенства

ff−1 = f−1f = e.

Размерностью алгебры называется ее размерность как векторного пространства.

72
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Таким образом в алгебре определено три операции: сложение, умножение и умно-
жение на числа (скаляры). В дальнейшем мы будем рассматривать алгебры над по-
лями вещественных R или комплексных C чисел.

Алгебры, как правило, будут обозначаться готическими буквами.

Пример 3.0.1. Если в полях вещественных R и комплексных C чисел ввести базис
e := 1, то их можно рассматривать как одномерные ассоциативные коммутативные
алгебры с единицей над полями вещественных и комплексных чисел соответственно.

Пример 3.0.2. Множество вещественных или комплексных квадратных n× n мат-
риц с обычными операциями сложения, умножения и умножения на числа образует
алгебру, которая обозначается mat(n,F), где F = R или C. Эта алгебра ассоциативна
и обладает единицей e = 1, где 1 – единичная n × n матрица, т.е. унитальна. Ее
размерность соответственно вещественная и комплексная равна

dimmat(n,R) = n2, dim Cmat(n,C) = n2.

При n ≥ 2 алгебра матриц некоммутативна. Множество обратимых матриц образует
общую линейную группу Ли GL(n,F).

Каждому элементу алгебры f ∈ a можно поставить в соответствие его действие
на векторном пространстве a справа (или слева):

f : a 3 f, h 7→ Rfh := hf ∈ a.

Поскольку умножение в алгебре согласовано с линейной структурой, то каждому
элементу алгебры f ставится в соответствие линейный оператор Rf , который в фик-
сированном базисе задается некоторой матрицей.

Множество всех обратимых элементов G(a) в унитальной алгебре a образует груп-
пу по отношению к умножению. Ясно, что элемент f алгебры a обратим тогда и толь-
ко тогда, когда обратим линейный оператор Rf , т.е. определитель соответствующей
матрицы отличен от нуля. Конечномерная алгебра a над полем вещественных чисел
как векторное пространство представляет собой многообразие, а условие detRf 6= 0
выделяет в нем открытое подмногообразие той же размерности. Следовательно, мно-
жество всех обратимых элементов алгебры представляет собой группу Ли той же
размерности, что и сама алгебра, dimG = dim a.

3.1 Определение алгебр Клиффорда
Напомним, что в общем случае алгеброй называется векторное пространство, на ко-
тором задана третья операция – умножение с определенными свойствами (см. раз-
дел ??). Мы начнем с общего, а затем дадим конструктивное определение алгебры
Клиффорда путем явного построения векторного пространства и введения на нем
клиффордова умножения.

Пусть задано векторное пространство V, dimV = n, над полем вещественных
R или комплексных C чисел. Зафиксируем базис векторного пространства ea, a =
1, . . . , n. Тогда каждый вектор A ∈ V представим в виде разложения по данному
базису: A = eaAa, где Aa – вещественные или комплексные числа, а само векторное
пространство изоморфно либо Rn, либо Cn, которые рассматриваются как линейные
пространства.
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Комплексное векторное пространство CV является комплексификацией веществен-
ного векторного пространства V той же размерности, dim C(CV) = dimV = n. Для
краткости индекс C мы писать не будем.

Замечание. В дальнейшем мы отождествим векторное пространство V с простран-
ством 1-форм. Поэтому для обозначения векторов мы используем заглавные буквы
их начала алфавита, как и для форм в главе ??.

Если рассматривается вещественное векторное пространство, то предположим,
что в нем задана симметричная билинейная форма

Q : V× V 3 A,B 7→ Q(A,B) ∈ R,

где симметричность означает справедливость равенства Q(A,B) = Q(B,A) для всех
A и B. В компонентах квадратичная форма задается симметричной вещественной
матрицей ηab:

Q(A,B) = ηabAaBb.

В общем случае мы не требуем положительной определенности матрицы η. Более
того, матрица η может быть вырожденной. Если матрица η положительно определе-
на и, следовательно, невырождена, то она определяет в векторном пространстве V
обычное евклидово скалярное произведение.

Если мы рассматриваем векторное пространство над полем комплексных чисел
C, то от квадратичной формы

Q : V× V 3 A,B 7→ Q(A,B) ∈ C,

обычно требуют линейность по первому аргументу,

Q(αA1 + βA2, B) = αQ(A1, B) + βQ(A2, B), ∀α, β ∈ C,

а вместо условия симметричности – выполнение равенства

Q(A,B) = Q(B,A)†,

где знак † обозначает комплексное сопряжение. Это значит, что форма Q будет ан-
тилинейна по второму аргументу:

Q(A,αB1 + βB2) = α†Q(A,B1) + β†Q(A,B2), ∀α, β ∈ C.

В компонентах форма Q будет задаваться некоторой эрмитовой матрицей η = η†:

Q(A,B) = ηabAaB
†
b .

Если матрица η положительно определена, то векторное пространство V становится
гильбертовым. Квадратичная форма Q в комплексном случае называется эрмитовой
и полуторалинейной.

Базис и вещественного, и комплексного векторного пространства ea определен с
точностью до невырожденных линейных преобразований. Поэтому его всегда можно
выбрать таким образом, что матрица η будет иметь канонический вид.
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Предложение 3.1.1. Пусть задано вещественное или комплексное векторное V с
симметричной и эрмитовой квадратичной формой η соответственно. Тогда в V
существует такой базис, в котором квадратичная форма имеет вид

η = diag (+ . . .+︸ ︷︷ ︸
p

− . . .−︸ ︷︷ ︸
q

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−p−q

),

где p, q и n − p − q – числа соответственно положительных, отрицательных и
нулевых собственных значений матрицы η. Путем растяжки координат всегда
можно добиться того, чтобы на диагонали стояли 1, −1 или 0.

Доказательство. См., например, [?].

Таких базисов, в которых билинейная форма имеет канонический вид существует
бесконечно много.

В дальнейшем мы всегда предполагаем, что базис выбран таким образом, что
квадратичная форма имеет канонический вид. При n = p+ q этот базис будем назы-
вать ортонормированным. В этом случае квадратичная форма является невырож-
денной.

При построении алгебр Клиффорда над полем комплексных чисел C мы рас-
сматриваем не эрмитовы квадратичные формы, а просто симметричные билинейные
квадратичные формы, которые линейны как по первому, так и по второму аргумен-
ту. Для таких форм условие симметрии выглядит точно так же как и в веществен-
ном случае Q(A,B) = Q(B,A). Если базис фиксирован, то такие формы задаются
некоторой комплексной симметричной матрицей η = ηt. Чтобы не вводить новых
обозначений и рассматривать параллельно оба случая F = R и F = C, мы сохраним
для симметричных билинейных квадратичных форм в комплексном случае прежнюю
запись Q(A,B). Также для упрощения обозначений квадрат длины вектора A ∈ V
будем обозначать

Q(A) := Q(A,A),

опустив один аргумент.

Определение. Симметричная билинейная форма

Q(A,B) =
1

2

[
Q(A+B)−Q(A)−Q(B)

]
(3.2)

называется поляризацией квадратичной формы Q(A).

Если рассматриваются билинейные квадратичные формы над полем комплексных
чисел, то их канонический вид существенно проще.

Предложение 3.1.2. Пусть в комплексном векторном пространстве V задана
симметричная билинейная квадратичная форма Q. Тогда в V существует такой
базис, в котором форма имеет вид

η = diag (+ . . .+︸ ︷︷ ︸
m

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−m

),

где m – ранг квадратичной формы.

Доказательство. См., например, [?].
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Таким образом, количество различных квадратичных форм в комплексном случае
существенно меньше, чем в вещественном.

Теперь определим алгебру Клиффорда.

Определение. Пусть задано векторное пространство V над полем F с симметрич-
ной квадратичной формой Q. Тогда определена ассоциативная тензорная алгебра с
единицей

⊗V :=
∞⊕
r=0

Vr =
∞⊕
r=0

V⊗ . . .⊗ V︸ ︷︷ ︸
r

,

где V0 := F и V1 := V. В этой алгебре существует двусторонний идеал i, свободно
порожденный элементами вида A⊗A−Q(A)e, где A ∈ V и e – единица поля F. Это
значит, что идеал состоит из всех конечных линейных комбинаций:

i :=

{∑
i

Ui ⊗ [Ai ⊗ Ai −Q(Ai)e]⊗ Vi : ∀Ui, Vi ∈ ⊗V, ∀Ai ∈ V

}
. (3.3)

Тогда фактор алгебра

cl(V, Q) :=
⊗V
i
, (3.4)

называется алгеброй Клиффорда над векторным пространством V с квадратичной
формой Q(A).

Поскольку A⊗A – тензор второго ранга, а Q(A)e – тензор нулевого ранга, то их
нельзя складывать, и в определении алгебры Клиффорда следовало бы писать знак
прямой суммы:

A⊗ A⊕
(
−Q(A)

)
e.

Для упрощения обозначений в дальнейшем мы будем использовать общепринятую
более короткую запись.

Из определения следует, что алгебра Клиффорда существует, ассоциативна и об-
ладает единицей, т.е. унитальна.

Расшифруем данное определение. В определении идеала (3.3) элементы Ui и Vi
являются конечными прямыми суммами тензоров различных рангов r. Поэтому эле-
менты идеала не имеют определенного ранга, но всегда содержат слагаемые второго
или более высокого ранга благодаря элементу A ⊗ A. В идеале, что важно, отсут-
ствуют тензоры нулевого и первого ранга.

По-построению, элементы вида (3.4) образуют линейное подпространство в тен-
зорном произведении ⊗V. Если любой элемент этого подпространства умножить сле-
ва или справа на произвольный элемент тензорного произведения U ∈ ⊗V, то в ре-
зультате мы получим элемент из этого же подпространства. Следовательно i ⊂ ⊗V
– двусторонний идеал.

Из формулы (3.2) вытекает равенство

A⊗B +B ⊗ A− 2Q(A,B)e =

=
[
(A+B)⊗ (A+B)−Q(A+B)e

]
−
[
A⊗ A−Q(A)e

]
−
[
B ⊗B −Q(B)e

]
.

Поэтому можно считать, что идеал i свободно порожден всеми элементами вида

A⊗B +B ⊗ A− 2Q(A,B)e, (3.5)
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где A,B ∈ V.
Множество элементов алгебры Клиффорда (3.4) состоит из классов эквивалент-

ности элементов тензорного произведения. А именно, два элемента U, V ∈ ⊗V назы-
ваются эквивалентными, если их разность лежит в идеале

U ∼ V ⇔ U − V ∈ i.

Таким образом, для конструктивного описания алгебры Клиффорда необходимо вы-
брать из каждого класса эквивалентности по одному представителю.

Прежде всего заметим, что два элемента поля α, β ∈ F не могут лежать в од-
ном классе эквивалентности, т.к. любой элемент идеала должен содержать тензор не
ниже второго ранга. Следовательно, каждый элемент поля F является представите-
лем некоторого класса эквивалентности. Это значит, что существует каноническое
вложение

% : F ↪→ cl(V, Q).

При этом вложении единица e поля F отображается в единицу алгебры Клиффорда.
Поэтому мы сохраним обозначение e для единицы алгебры Клиффорда (3.4): %(e) =
e.

Аналогично, разность двух векторов A,B ∈ V является вектором: A − B ∈ V.
Поэтому каждый вектор также является представителем некоторого класса эквива-
лентности, и существует каноническое вложение

% : V ↪→ cl(V, Q).

Тензоры второго ранга могут принадлежать одному классу эквивалентности. На-
пример, поскольку идеал порожден элементами вида (3.5), то элементы

A⊗B ∈ V2 и −B ⊗ A+ 2Q(A,B)e ∈ V2 ⊕ V0

принадлежат одному классу эквивалентности.
Кроме того, элементы тензорного произведения A ⊗ A ∈ V2 и Q(A)e ∈ V0 при-

надлежат одному классу эквивалентности, т.к. их разность принадлежит идеалу:

A⊗ A−Q(A)e ∈ i.

Эти классы эквивалентности параметризуются элементами поля Q(a)e ∈ F.
Фактически, равенство (3.4) означает, что для конструктивного описания элемен-

тов алгебры Клиффорда необходимо произвести отождествление элементов тензор-
ной алгебры, которые имеют вид

A⊗B +B ⊗ A = 2Q(A,B)e ⇔ A⊗ A = Q(A)e.

Каноническое отображение второго равенства в алгебру Клиффорда приводит к ра-
венству %(A)2 = Q(A)e.

Дадим еще одно эквивалентное определение алгебры Клиффорда.

Определение. Пусть задано векторное пространство V над полем F с квадратичной
формой Q. Алгеброй Клиффорда cl(V, Q) называется ассоциативная алгебра с едини-
цей e ∈ cl(V, Q) со следующими свойствами:

1) Существует такое F-линейное вложение % : V ↪→ cl(V, Q) такое, что для каж-
дого элемента A ∈ V выполнено соотношение

%(A)2 = Q(A)e. (3.6)
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2) Элементы %(V) являются мультипликативными образующими, т.е. любой эле-
мент из cl(V, Q) представим в виде конечной линейной комбинации некомму-
тативных одночленов от элементов %(A).

3) В алгебре Клиффорда cl(V, Q) не существует других тождеств, кроме тех, ко-
торые порождены равенством (3.6).

Если существует другая алгебра cl′(V, Q) и F линейное вложение %′ : V → cl′(V, Q)
со свойствами 1)–3), то алгебры cl(V, Q) и cl′(V, Q) изоморфны.

Свойство (3.6) является основным и означает, что скалярный квадрат любого век-
тора A ∈ V реализуется в алгебре Клиффорда %(A) ∈ cl(V, Q) в виде клиффордова
умножения. Можно сказать, что в алгебре Клиффорда можно извлечь квадратный
корень из произвольной билинейной формы. В разделе ?? мы увидим, что оператор
Дирака для спинорного поля является “квадратным корнем” из уравнения Клейна–
Гордона–Фока.

Теорема 3.1.1. Для всякого конечномерного векторного пространства V над по-
лем F с квадратичной формой Q алгебра Клиффорда cl(V, Q) существует и имеет
размерность 2n над полем F, где n = dimV.

Доказательство. Выберем в V ортонормированный базис ea, a = 1, . . . , n. По опре-
делению,

%(ea + eb)2 = Q(ea + eb)e =
[
Q(ea) + 2Q(ea, eb) +Q(eb)

]
e,

где мы воспользовались формулой (3.2). С другой стороны, в силу линейности вы-
полнены следующие соотношения

%(ea + eb)2 =
[
%(ea) + %(eb)

]2
= %(ea)2 + %(ea)%(eb) + %(eb)%(ea) + %(eb)2.

Сравнение двух последних выражений приводит к определяющему соотношению

%(ea)%(eb) + %(eb)%(ea) = 2Q(ea, eb)e = 2ηabe. (3.7)

Далее, произвольный элемент алгебры Клиффорда представим в виде линейной
комбинации произведений %(A1) · · · %(Ak) ∈ cl, где все Ai ∈ V, i = 1, . . . k. Разложим
векторы по базису Ai = eaAia. Тогда в силу F-линейности и ассоциативности лю-
бой элемент алгебры Клиффорда представим в виде конечной линейной комбинации
произведений базисных векторов %(e1) . . . %(ek) ∈ cl. Из равенства (3.7) следует, что
если два соседних базисных вектора совпадают, ei = ei+1, то произведение их образов
дает элемент из поля F, и его можно отнести к коэффициенту в линейной комбина-
ции. Если же ei 6= ei+1, то образы можно упорядочить по возрастанию i < i + 1,
воспользовавшись их антикоммутативностью (3.7) при разных значениях индексов.
Следовательно, любой элемент алгебры Клиффорда представим в виде линейной
комбинации элементов

e, %(ea), %(ea1)%(ea2), . . . , %(ea1) · · · %(eak), . . . , %(ea1) · · · %(ean), (3.8)

где все наборы индексов упорядочены по возрастанию 1 ≤ a1 < . . . < ak ≤ n.
Если в алгебре, порожденной векторами (3.8) существуют какие либо дополни-

тельные тождества, например, %(e1)%(e2) = %(e3), то множество векторов (3.8) бу-
дет линейно зависимым. Поэтому свойство 3) гарантирует линейную независимость
векторов (3.8). Следовательно, эти векторы образуют базис в алгебре Клиффорда
cl(V, Q). Поскольку базисных векторов ровно 2n штук, то dim cl(V, Q) = 2n. Суще-
ствование алгебры Клиффорда следует из построения.
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Докажем единственность алгебры Клиффорда с точностью до изоморфизма. Пусть
%′ : V → cl′(V, Q). Определим биективное отображение алгебр Клиффорда с помо-
щью отображения базисных векторов:

σ : cl(V, Q) 3 %(ea1,...,ak) 7→ σ
(
%(ea1,...,ak)

)
:= %′(ea1,...,ak) ∈ cl(V, Q),

т.е. %′ = σ ◦ %. Нетрудно проверить, что это отображение является гомоморфизмом
алгебр.

Отображение % в определении алгебры Клиффорда является каноническим и в
дальнейшем рассмотрении мы его опустим, проведя отождествление

%(A) = A, ∀A ∈ V.

Условие 3) в данном выше определении алгебры Клиффорда существенно в раз-
мерностях p− q = 1, mod 4. В частности, его можно опустить в четных размерностях
p + q = n (см., например, [?]). Ниже в примере 3.2.8 будет продемонстрирована его
необходимость.

При проведении вычислений в алгебрах Клиффорда удобно пользоваться бази-
сом, который построен в доказательстве теоремы 3.1.1. Поэтому приведем эквива-
лентное определение алгебры Клиффорда, привязанное к этому базису.

Определение. Пусть задано векторное пространство V, dimV = n над полем F =
R,C, с квадратичной формой Q(A,B) = ηabAaBb. Будем считать, что в V задан
ортонормированный базис ea, a = 1, . . . , n. Пусть также задано 2n-мерное векторное
пространство cl(V, Q) над тем же полем F. Обозначим базис векторного пространства
cl(V, Q) следующим образом

e, ea, ea1a2 , ea1a2a3 , . . . , ea1a2...ak , . . . , e12...n, (3.9)

где a, a1, a2, . . . = 1, . . . , n и a1a2 . . . ak – упорядоченный набор индексов, 1 ≤ a1 <
a2 < · · · < ak ≤ n. Произвольный элемент линейного пространства cl(V, Q) взаимно
однозначно представим в виде линейной комбинации базисных векторов:

U = eu0 + eaua + ea1a2ua1a2 + . . .+ ea1...anua1...an ∈ cl(V, Q), (3.10)

где компоненты u0, ua, ua1a2 , . . . – вещественные или комплексные числа. Векторное
подпространство, натянутое на векторы ea, отождествим с векторным пространством
V. Введем в векторном пространстве cl(V, Q) клиффордово умножение

cl(V, Q)× cl(V, Q) 3 U, V 7→ UV ∈ cl(V, Q)

с помощью следующих правил:

1) U(V +W ) = UV + UW

(U + V )W = UW + VW
– дистрибутивность;

2) α(UV ) = (αU)V = U(αV ) – умножение на скаляры;

3) (UV )W = U(VW ) = UVW – ассоциативность;

4) Ue = eU = U – существование единицы;

5) eaeb + ebea := 2ηabe;

6) ea1ea2 . . . eak := ea1a2...ak

(3.11)
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для всех U, V,W ∈ cl(V, Q) и α, β ∈ F. Мы предполагаем, что свойство 5) выполнено
для всех значений индексов a, b = 1, . . . , n, а свойство 6) – для всех упорядоченных
наборов индексов 1 ≤ a1 < a2 < · · · < ak ≤ n.

Векторное пространство cl(V, Q) с введенной операцией умножения называется
алгеброй Клиффорда над векторным пространством V с квадратичной формой Q.
Базисные векторы ea линейного пространства V называются генераторами или об-
разующими алгебры Клиффорда. Эти образующие будем называть ортонормирован-
ными.

Требования 1) и 2) говорят о том, что умножение в алгебре Клиффорда должно
быть согласовано со структурой векторного пространства. Они совпадают с общим
определением алгебры. Требование ассоциативности необходимо для корректного
определения умножения в правиле 5). Таким образом, первые четыре требования
– это общее определение ассоциативной алгебры с единицей (унитальной алгебры).
Специфика алгебры Клиффорда содержится только в правилах 5) и 6).

Поскольку алгебра Клиффорда является векторным пространством, то мы пред-
полагаем, что на ней задана обычная евклидова топология.

Первый базисный вектор e, по-определению, является единицей алгебры Клиф-
форда, т.е. мы считаем, что поле вещественных или комплексных чисел является
подпространством рассматриваемого векторного пространства cl(V, Q). В дальней-
шем единицу e при записи элементов алгебры Клиффорда мы часто будем опускать.

Свойства 1)–6) в определении (3.11) позволяют перемножать произвольные эле-
менты алгебры Клиффорда. Действительно, определяющее свойство

eaeb + ebea = 2ηabe, (3.12)

позволяет упорядочить по возрастанию все возможные наборы индексов, поскольку
образующие с различными индексами антикоммутируют.

Пример 3.1.1.
e2e1 = −e1e2 = −e12.

В случае одинаковых индексов справедливо равенство

(ea)2 = eaea = ηaae (суммирования нет), (3.13)

которое позволяет избавиться от индексов, встречающихся дважды.

Пример 3.1.2.
e12e23 = e1e2e2e3 = η22e13.

Пример 3.1.3. Клиффордово произведение двух 1-форм A = eaAa и B = eaBa равно

AB =
∑
a

eAaBaη
aa +

∑
a<b

eab(AaBb − AbBa). (3.14)

При этом скалярное произведение этих форм можно выразить через клиффордово
умножение по формуле

(A,B) := AaBbη
ab =

1

2
(AB +BA),
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где в правой части мы опустили единицу алгебры Клиффорда. Формулу для клиф-
фордова произведения 1-форм (3.14) можно условно записать в виде

AB = (A,B) + A ∧B,

если отождествить базисный вектор eab с внешним произведением ea ∧ eb при a <
b.

Из определения следует, что при n = 1 алгебра Клиффорда коммутативна, а при
n ≥ 2 – некоммутативна.

В дальнейшем мы увидим, что каждая алгебра Клиффорда изоморфна некоторой
подалгебре в алгебре m×m матриц mat(m,F) с обычным умножением. Поэтому эле-
мент алгебры Клиффорда можно представлять себе в виде матрицы, а клиффордово
умножение – как обычное умножение матриц.

Для клиффордова умножения мы не будем вводить специального обозначения,
потому что оно рассматривается только в настоящей главе. Кроме того, в приложе-
ниях встречаются, как правило, матричные представления алгебр Клиффорда, а для
умножения матриц мы не используем специальных символов.

Пусть в исходном векторном пространстве задано подпространство W ⊂ V, натя-
нутое на векторы ei, i = 1, . . . ,m, где m < n, тогда они удовлетворяют антикомму-
тационным соотношениям

eiej + ejei = 2ηij, ηij = diag (+ . . .+− . . .− 0 . . . 0).

где на диагонали матрицы ηij стоит некоторое количество положительных и отрица-
тельных единиц, а также нулей. Эта матрица задает квадратичную форму Q′ на W ,
которая является сужением формы Q на подпространство W. Отсюда следует, что
векторы ei сами по себе генерируют некоторую алгебру Клиффорда cl(W, Q′). Ясно,
что эта алгебра является подалгеброй в исходной алгебре Клиффорда, cl(W, Q′) ⊂
cl(V, Q).

В одном и том же векторном пространстве V можно задать много симметричных
билинейных форм. Каждой такой форме соответствует своя алгебра Клиффорда. Все
такие алгебры Клиффорда изоморфны между собой как векторные пространства, но
отличаются правилом умножения вектором. В дальнейшем мы увидим, что некото-
рые из этих алгебр Клиффорда изоморфны, не смотря на то, что сами билинейные
формы различны.

В определении алгебр Клиффорда квадратичная форма Q может быть вырожде-
на. В частном случае, если уравнение (3.12) заменить на перестановочное соотноше-
ние

eaeb + ebea = 0, (3.15)

соответствующее нулевой “метрике”, то получим алгебру Грассмана [?] или внешнюю
алгебру, которая была подробно рассмотрена в разделе ??. То есть cl(V, 0) = Λ(V).

По определению, каждое слагаемое в представлении (3.10) элементов алгебры
Клиффорда является элементом векторного подпространства. То есть мы имеем раз-
ложение алгебры Клиффорда в прямую сумму

cl(V, Q) =
n⊕
r=0

clr(V, Q), (3.16)

где элементы векторного пространства clr(V, Q) имеют вид

Ur := ea1...arua1...ar ∈ clr(V, Q), dim clr(V,Q) = Cr
n.
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То есть элементы алгебры Клиффорда Ur ∈ cl(V, Q), степени r, разлагаются по ба-
зисным векторам алгебры Клиффорда с r индексами. Очевидно, что cl0(V, Q) = R,C
и cl1(V, Q) = V.

Из определения следует, что все индексы базисного вектора ea1...ar различны, и
компоненты ua1...ar антисимметричны относительно любой перестановки индексов.
Это позволяет использовать запись элементов алгебры Клиффорда, аналогичную
записи элементов внешней алгебры. А именно, введем векторы

γa1...ar := e[a1ea2 . . . ear], (3.17)

где квадратные скобки обозначают антисимметризацию по всем индексам. Эти векто-
ры отличны от нуля только в том случае, если все индексы различны. Тогда элемент
алгебры Клиффорда (3.10) запишется в виде суммы

U =
n∑
r=0

1

r!
γa1...arua1...ar , (3.18)

где суммирование ведется по всем значениям индексов, а не только по упорядочен-
ным.

Отсюда сразу следует, что алгебра Клиффорда cl(V, Q), как векторное простран-
ство, изоморфно внешней алгебре Λ(V). Однако, они не изоморфны как алгебры при
нетривиальной квадратичной форме Q.

Назвать элементы γa1...ar базисом векторного подпространства clr(V, Q) нельзя,
т.к. их существенно больше, чем нужно. Поэтому в формуле (3.18) в знаменателе
возник факториал. Тем не менее запись (3.18) удобна и иногда упрощает вычисления.

Мы будем называть элементы подпространств cl0(V, Q) скалярами, cl1(V, Q) –
векторами, cl2(V, Q) – бивекторами и т.д. Последний базисный вектор ea1...an назовем
объемом.

Если квадратичная форма Q отлична от нуля, то умножение в алгебре Клиф-
форда существенно отличается от умножения во внешней алгебре. Для умножения
элементов алгебр степеней r ≤ s справедливы включения:

Λr × Λs 3 Ar, As 7→ Ar ∧ As ∈ Λr+s,

clr × cls 3 Ur, Us 7→ UrUs ∈ cls+r ⊕ cls+r−2 . . .⊕ cls−r. (3.19)

Если все индексы элементов Ur и Us различны, то UrUs ∈ clr+s. Если совпадает один
индекс, то UrUs ∈ clr+s−2 и т.д. В предельном случае, когда все индексы элемента Ur
содержатся в Us, справедливо включение UrUs ∈ cls−r.

Свойство (3.19) означает, что все алгебры Клиффорда являются фильтрован-
ными. С каждой фильтрацией ассоциируется градуированная алгебра (см. раздел
??). Можно проверить, что ассоциированной градуированной алгеброй для алгебры
Клиффорда cl(V, Q) будет внешняя алгебра Λ(V).

Из определения следует, что четные элементы

cl+ := cl0 ⊕ cl2 ⊕ . . . , dim cl+ = 2n−1, (3.20)

образуют подалгебру алгебры Клиффорда

cl+ ⊂ cl.

Нечетные элементы алгебры Клиффорда

cl− := cl1 ⊕ cl3 ⊕ . . . , dim cl− = 2n−1, (3.21)
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образуют только линейное подпространство, но не подалгебру в алгебре Клиффорда
cl(V, Q), т.к., например, не содержат единичного элемента.

Таким образом, существует разложение алгебры Клиффорда в прямую сумму

cl = cl+ ⊕ cl−

со свойством
cliclj ⊆ cli+j, mod 2,

где i, j = (0, 1) = (+−). Такие алгебры называются Z2-градуированными.
Допустим, что квадратичная форма Q в векторном пространстве V невырождена.

Тогда векторное пространство V можно отождествить с (псевдо-)евклидовым про-
странством Rp,q или Cp,q, и рассматривать квадратичную форму в качестве метрики.
Эта метрика в каноническом базисе представляет собой диагональную матрицу, у
которой на диагонали стоят положительные и отрицательные единицы:

ηab = diag (+ . . .+︸ ︷︷ ︸
p

− . . .−︸ ︷︷ ︸
q

), p+ q = n. (3.22)

В этом случае для алгебры Клиффорда cl(V, Q) мы будем использовать более содер-
жательное обозначение cl(p, q,R) или cl(p, q,C).

Очевидно, что вещественные алгебры Клиффорда образуют подалгебру в ком-
плексной алгебре Клиффорда для квадратичной формы той же сигнатуры,

cl(p, q,R) ⊂ cl(p, q,C).

Конечно, в комплексном случае замена ea 7→ iea при a = p + 1, . . . , p + q отобража-
ет алгебру Клиффорда cl(p, q,C) в алгебру cl(p + q, 0,C). То есть все комплексные
алгебры Клиффорда одинаковой размерности изоморфны.

Ортонормальный базис ea подпространства cl1 ⊂ cl, как и в векторном простран-
стве V над полем F с невырожденной квадратичной формой сигнатуры (p,q) опре-
делен с точностью до O(p, q,F)-вращений, где F = R,C. Поэтому можно совершить
(псевдо-)вращение

ea 7→ e′a = ebSb
a, S ∈ O(p, q,F), (3.23)

которое сохранит квадратичную форму. Элемент каждого подпространства clk мож-
но записать в виде суммы

Uk =
1

k!
γa1...akua1...ak ∈ clk(p, q,F).

Поскольку векторы γa1...ak , по-определению, антисимметричны относительно пере-
становки всех индексов (3.17), то все подпространства clk инвариантны относительно
вращений (3.23):

γa1...ak 7→ γb1...bkSb1
a1 . . . Sbk

ak ∈ clk.

Перед рассмотрением примеров сделаем еще одно замечание, которое будет ис-
пользовано в дальнейшем. Умножение в алгебре Клиффорда было определено с по-
мощью квадратичной формы в выделенном подпространстве V. Если умножение
определено, то в алгебре Клиффорда, как в векторном пространстве, можно выбрать
произвольный базис. То есть от базиса (3.9) перейти к произвольному базису:

{e, ea, ea1a2 , . . . , ea1a2...ak , . . . , e12...n} 7→ {ea}, a = 1, . . . 2n.

Конечно, при этом алгебра Клиффорда останется алгеброй Клиффорда, которая
будет изоморфна исходной. Однако образующие и подпространство V не будут явно
выделены. В дальнейшем мы часто будем этим пользоваться при доказательстве
изоморфизмов некоторых алгебр Клиффорда.
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3.2 Алгебры Клиффорда низших размерностей

Рассмотрим примеры алгебр Клиффорда низших размерностей. Эти примеры важ-
ны для последующей классификации алгебр Клиффорда на основе рекуррентных
соотношений.

Пример 3.2.1. По-определению, положим cl(0, 0,F) ' F.

Пример 3.2.2. Алгебра Клиффорда cl(1, 0,R) двумерна. Она имеет одну образую-
щую e1 и единичный элемент e. При этом выполнено равенство (e1)2 = e. Произволь-
ный элемент имеет вид

U = eu0 + e1u1 ∈ cl(1, 0,R). (3.24)

Клиффордово произведение двух элементов равно

UV = (eu0 + e1u1)(ev0 + e1v1) = e(u0v0 + u1v1) + e1(u0v1 + u1v0).

Ясно, что оно коммутативно.
Отождествим алгебру Клиффорда cl(1, 0,R) с плоскостью: (u0, u1) ∈ R2. Тогда

клиффордово умножение двух точек на плоскости дает новую точку с координатами

(u0, u1)(v0, v1) = (u0v0 + u1v1, u0v1 + u1v0).

При этом единичному элементу и единственной образующей соответствуют точки
e = (1, 0) и e1 = (0, 1).

На алгебру Клиффорда cl(1, 0,R) можно взглянуть с другой точки зрения. Пусть
задано двумерное векторное пространство, т.е. плоскость, которую можно предста-
вить в виде прямой суммы R2 = R⊕ R. Введем на плоскости коммутативное и ассо-
циативное умножение

R2 × R2 3 (a1 ⊕ b1), (a2 ⊕ b2) 7→ (a1 ⊕ b1)(a2 ⊕ b2) := (a1a2 ⊕ b1b2) ∈ R2. (3.25)

Отождествим единицу e и единственный образующей элемент алгебры Клиффорда
e1 с точками плоскости:

e = (1, 1) ∈ R2 – скаляр,
e1 = (1,−1) ∈ R2 – вектор.

Тогда нетрудно проверить равенства ee = e, ee1 = e1e = e1, (e1)2 = e. Это значит, что
алгебра Клиффорда cl(1, 0,R) изоморфна прямой сумме двух вещественных прямых
R⊕ R = R2, рассматриваемых как алгебры, с умножением (3.25). Мы пишем

cl(1, 0,R) ' R⊕ R. (3.26)

Алгебра Клиффорда cl(1, 0,C) над полем комплексных чисел имеет комплексную
размерность два, dim C

[
cl(1, 0,C)

]
= 2, и те же образующие, что и в вещественном

случае. Отличие сводится к тому, что компоненты u0 и u1 в разложении (3.24) теперь
являются комплексными числами, и их нельзя рассматривать в качестве декартовых
координат на евклидовой плоскости. Аналогично вещественному случаю существует
изоморфизм

cl(1, 0,C) ' C⊕ C. (3.27)
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Пример 3.2.3. Алгебра Клиффорда cl(0, 1,R) с одной образующей e1, удовлетво-
ряющей соотношению (e1)2 = −1, изоморфна полю комплексных чисел C. Действи-
тельно, клиффордово произведение двух элементов имеет вид

UV = (eu0 + e1u1)(ev0 + e1v1) = e(u0v0 − u1v1) + e1(u0v1 + u1v0).

Если отождествить i := e1 и ввести комплексные числа z := u0+iu1, то клиффордово
умножение совпадет с обычным умножением комплексных чисел. Таким образом,
доказан следующий изоморфизм

cl(0, 1,R) ' C. (3.28)

Теперь рассмотрим комплексную одномерную алгебру Клиффорда cl(0, 1,C). Вве-
дем в C⊕ C = C2 коммутативное и ассоциативное умножение:

C2 × C2 3 (a1 ⊕ b1), (a2 ⊕ b2) 7→ (a1 ⊕ b1)(a2 ⊕ b2) := (a1a2 ⊕ b1b2) ∈ C2. (3.29)

Положим e := (1, 1) и e1 := (i,−i). Тогда справедлива таблица умножения

ee = e, ee1 = e1e = e, (e1)2 = −e.

Следовательно, алгебра Клиффорда над полем комплексных чисел изоморфна пря-
мой сумме

cl(0, 1,C) ' C⊕ C. (3.30)
То есть cl(0, 1,C) ' cl(1, 0,C) в соответствии с изоморфизмом (3.27), как и должно
быть в соответствии с предложением 3.1.2.

В следующих примерах одновременно рассматриваются и вещественные, и ком-
плексные алгебры Клиффорда. Для упрощения обозначений будем использовать од-
ну букву F = (R или C).

Пример 3.2.4. Алгебра Клиффорда cl(2, 0,F) четырехмерна. Ее элементы имеют
вид

U = eu0 + e1u1 + e2u2 + e12u12.

В случае F = R компоненты u0, u1, u2 и u12 являются вещественными числами, а в
случае F = C – комплексными. Таблица умножения базисных векторов выглядит
следующим образом:

e e1 e2 e12

e e e1 e2 e12

e1 e1 e e12 e2

e2 e2 −e12 e −e1

e12 e12 −e2 e1 −e

Нетрудно проверить, что базисные векторы имеют точное представление в алгеб-
ре вещественных 2× 2 матриц mat(2,R):

e =

(
1 0
0 1

)
– скаляр,

e1 =

(
1 0
0 −1

)
, e2 =

(
0 −1
−1 0

)
– вектор, (3.31)

e12 =

(
0 −1
1 0

)
– объем.
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Совокупность матриц e, e1, e2, e12 образует базис в пространстве 2 × 2 матриц.
Поэтому между элементами алгебры Клиффорда и вещественными (комплексными)
2× 2 матрицами существует взаимно однозначное соответствие. При этом клиффор-
дово умножение соответствует обычному умножению матриц. Следовательно, суще-
ствуют изоморфизмы:

cl(2, 0,R) ' mat(2,R), cl(2, 0,C) ' mat(2,C). (3.32)

Отметим, что вещественная алгебра Клиффорда cl(2, 0,R) имеет более богатую
структуру, чем алгебра mat(2,R). Это связано с тем, что в алгебре Клиффорда вы-
делено двумерное подпространство, натянутое на векторы e1 и e2, которое вместе с
евклидовой квадратичной формой изоморфно евклидовой плоскости R2.

Алгебра Клиффорда cl(2, 0,R) позволяет “извлечь квадратный корень” из дву-
мерного оператора Лапласа. А именно, справедливо представление

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
=

(
e1
∂

∂x
+ e2

∂

∂y

)2

.

Если образующие алгебры Клиффорда e1 и e2 заданы матрицами (3.31), то диффе-
ренциальный оператор первого порядка, действуя на функцию-столбец[(

1 0
0 −1

)
∂

∂x
+

(
0 −1
−1 0

)
∂

∂y

](
u
v

)
= 0,

приводит к уравнениям Коши-Римана:

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

Пример 3.2.5. Алгебра Клиффорда cl(1, 1,F) четырехмерна и, так же, как и для
алгебры cl(2, 0,F), ее элементы имеют точное представление в виде 2× 2 матриц:

e =

(
1 0
0 1

)
– скаляр,

e1 =

(
1 0
0 −1

)
, e2 =

(
0 −1
1 0

)
– вектор,

e12 =

(
0 −1
−1 0

)
– объем.

В вещественном случае это представление алгебры Клиффорда отличается от
соответствующего представления алгебры cl(2, 0,R) только тем, что выделенное дву-
мерное подпространство, натянутое на векторы e1 и e2, изоморфно пространству
Минковского R1,1.

Сравнение представлений алгебр Клиффорда cl(2, 0,F) и cl(1, 1,F) говорит о том,
что эти алгебры изоморфны. Действительно, изоморфизм задается отображением

e 7→ e, e1 7→ e1, e2 7→ e12, e12 7→ e1.

В этом изоморфизме нетрудно убедиться и с помощью таблицы умножения, не ис-
пользуя явное представление.

Поскольку алгебры Клиффорда cl(2, 0,F) изоморфны матричным алгебрам (3.32),
то имеют место также следующие изоморфизмы:

cl(1, 1,R) ' mat(2,R), cl(1, 1,C) ' mat(2,C). (3.33)
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Пример 3.2.6. Вещественная алгебра Клиффорда cl(0, 2,R) имеет две образующие
e1, e2, удовлетворяющими соотношениям: (e1)2 = (e2)2 = −1. Если отождествить
e1 = i, e2 = j и e12 = k, то таблица умножения этой алгебры совпадет с таблицей
умножения кватернионов (см. приложение ??). Таким образом, вещественная алгебра
Клиффорда cl(0, 2,R) изоморфна алгебре кватернионов,

cl(0, 2,R) ' H. (3.34)

Алгебра Клиффорда cl(0, 2,R) не имеет представления в алгебре вещественных
2 × 2 матриц, однако она имеет точное представление в алгебре комплексных 2 × 2
матриц mat(2,C):

e = 1, e1 = iσ3, e2 = iσ2, e12 = iσ1, (3.35)

где σ1,2,3 – матрицы Паули.
В разложении элементов алгебры Клиффорда cl(0, 2,R) по базису (3.35), U =

eu0+e1u1+e2u2+e12u12, все коэффициенты разложения u0, u1, u2, u12 – вещественные
числа. Поэтому алгебра Клиффорда cl(0, 2,R) не изоморфна алгебре комплексных
матриц mat(2,C).

Для алгебры Клиффорда cl(0, 2,C) над полем комплексных чисел коэффициен-
ты u0, u1, u2, u12 являются комплексными числами. Поэтому в соответствии с общим
утверждением о том, что комплексные алгебры Клиффорда при разной сигнатуре
метрики изоморфны, справедливы изоморфизмы

cl(2, 0,C) ' cl(1, 1,C) ' cl(0, 2,C) ' mat(2,C). (3.36)

Рассмотренные выше три примера показывают, что существует всего три веще-
ственные алгебры Клиффорда с двумя образующими, из которых две являются изо-
морфными cl(2, 0,R) ' cl(1, 1,R). В то же время все три комплексные алгебры Клиф-
форда с двумя образующими изоморфны между собой (3.36).

Пример 3.2.7. Алгебра Клиффорда cl(3, 0,F) восьмимерна. Ее базисные векторы
имеют точное представление в алгебре комплексных 2× 2-матриц mat(2,C):

e =

(
1 0
0 1

)
– скаляр,

e1 =

(
0 1
1 0

)
, e2 =

(
0 −i
i 0

)
, e3 =

(
1 0
0 −1

)
– вектор,

e12 =

(
i 0
0 −i

)
, e13 =

(
0 −1
1 0

)
, e23 =

(
0 i
i 0

)
– бивектор,

e123 =

(
i 0
0 i

)
– объем,

у которой образующие e1, e2, e3 совпадают с матрицами Паули σ1, σ2 и σ3. Квадрат
элемента объема равен (e123)2 = −1. Элемент объема коммутирует со всеми матри-
цами и, следовательно, принадлежит центру алгебры.

Матрицы e, ea, eab, eabc образуют базис 2 × 2 комплексных матриц: любую ком-
плексную 2× 2 матрицу можно представить в виде суммы U = eu0 + eaua + eabuab +
eabcuabc с вещественными коэффициентами u0, ua, uab и uabc. Поэтому имеет место
изоморфизм

cl(3, 0,R) ' mat(2,C). (3.37)
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В разделе 3.3 мы докажем изоморфизм cl(3, 0,F) ' cl(1, 2,F).
В комплексном случае коэффициенты разложения u0, ua, uab и uabc являются

комплексными числами. Поэтому имеет место изоморфизм

cl(3, 0,C) ' mat(2,C)⊕mat(2,C). (3.38)

Пример 3.2.8. Рассмотрим алгебру Клиффорда cl(0, 3,R). Эта алгебра имеет три
образующих и восьмимерна. Любой вектор из алгебры Клиффорда cl(0, 3,R) имеет
вид

eu0 + e1u1 + e2u2 + e3u3 + e12u12 + e13u13 + e23u23 + e123u123. (3.39)

Рассмотрим теперь прямую сумму двух алгебр кватернионов H⊕H. Это – восьмимер-
ное линейное пространство над полем вещественных чисел. Пусть (q1 ⊕ q2) ∈ H⊕H.
Введем в прямой сумме H⊕H ассоциативное покомпонентное умножение:

(H⊕H)× (H⊕H) 3 (q1 ⊕ q2), (q′1 ⊕ q′2) 7→ (q1q
′
1 ⊕ q2q′2) ∈ H⊕H, (3.40)

и отождествим

e = 1⊕ 1, e1 = i	 i, e2 = j 	 j, e3 = k 	 k,

где i, j, k – образующие алгебры кватернионов (см. приложение ??) и i	 i := i⊕ (−i).
Тогда справедливы равенства

e12 = k ⊕ k, e13 = −j 	 j, e23 = i⊕ i, e123 = −1⊕ 1.

Каждый элемент алгебры Клиффорда (3.39) взаимно однозначно определяет два
кватерниона:

q1 = (u0 − u123) + i(u1 + u23) + j(u2 − u13) + k(u3 + u12),

q2 = (u0 + u123) + i(−u1 + u23) + j(−u2 − u13) + k(−u3 + u12).

при этом умножение в алгебре Клиффорда переходит в умножение (3.40). Следова-
тельно существует изоморфизм

cl(0, 3,R) ' H⊕H. (3.41)

В алгебре Клиффорда cl(0, 3,R) можно ввести дополнительные тождества. А
именно, элементы вида (0⊕q) ∈ H⊕H образуют в алгебре Клиффорда двусторонний
идеал. Поэтому определена фактор алгебра

H⊕H
/
H ' H.

В этой фактор алгебре мы отождествляем те элементы алгебры Клиффорда, которые
отличаются только на элементы вида (0 ⊕ q). Другими словами, элементы алгебры
Клиффорда cl(0, 3,R) проектируются на первое слагаемое в прямой сумме (3.41). Это
означает, что базисные векторы из V отображаются в векторы

e = 1, e1 = i, e2 = j, e3 = k.

Легко проверить, что определяющие соотношения (3.12) для алгебры Клиффорда
cl(0, 3,R) выполнены. Теперь получим выражения для остальных базисных векторов:

e12 = k, e13 = −j, e23 = i, e123 = −1.
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Отсюда вытекает, что в данном случае векторы e, ea, ea1a2 , e123 не образуют базиса в
алгебре Клиффорда, т.к. линейно зависимы. Это доказывает необходимость условия
3) в определении алгебры Клиффорда на с.78.

В комплексном случае алгебра кватернионов H в разложении (3.41) заменяется
на алгебру комплексных матриц mat(2,C), и возникает изоморфизм

cl(0, 3,C) ' mat(2,C)⊕mat(2,C)

в соответствии с общим правилом.

Пример 3.2.9. Построим матричное представление для шестнадцатимерной алгеб-
ры Клиффорда cl(4, 0,R). Пусть задана алгебра кватернионов H с образующими i, j, k
(см. приложение ??). Отождествим образующие e1, e2, e3 и e4 с 2 × 2 матрицами с
элементами из алгебры кватернионов:

e1 :=

(
0 −i
i 0

)
, e2 :=

(
0 −j
j 0

)
, e3 :=

(
0 −k
k 0

)
, e4 :=

(
1 0
0 −1

)
.

Нетрудно проверить, что в данном представлении определяющее соотношение (3.12)
для образующих алгебры Клиффорда cl(4, 0,R) выполнено. Для остальных базисных
векторов получаем следующие матрицы представления

e12 =

(
k 0
0 k

)
, e13 =

(
j 0
0 j

)
, e14 =

(
0 i
i 0

)
,

e23 =

(
i 0
0 i

)
, e24 =

(
0 j
j 0

)
, e34 =

(
0 k
k 0

)
,

e123 =

(
0 1
−1 0

)
, e124 =

(
k 0
0 −k

)
, e134 =

(
j 0
0 −j

)
, e234 =

(
i 0
0 −i

)
,

e1234 =

(
0 −1
−1 0

)
,

Отсюда следует, что любую 2 × 2 матрицу с элементами из алгебры кватернионов
можно представить в виде суммы

1u0 + eaua + eabuab + eabcuabc + eabcduabcd

с вещественными коэффициентами, где суммирование производится только по упо-
рядоченным наборам индексов. При этом клиффордово умножение совпадает с мат-
ричным. Таким образом, существует изоморфизм

cl(4, 0,R) ' mat(2,H). (3.42)

Пример 3.2.10. Рассмотрим алгебру Клиффорда cl(3, 1,R). Она шестнадцатимерна
и имеет четыре образующих. Для образующих этой алгебры существует представле-
ние в алгебре вещественных 4× 4 матриц:

e1 =

(
σ3 0
0 −σ3

)
, e2 =

(
σ1 0
0 σ1

)
, e3 =

(
0 σ3

σ3 0

)
, e4 =

(
iσ2 0
0 iσ2

)
.

где σi = σi, i = 1, 2, 3, – матрицы Паули. Как и в предыдущем примере можно вычис-
лить остальные базисные векторы eab, eabc и eabcd и убедиться, что вместе с единицей
они образуют базис вещественных 4× 4 матриц. Поэтому существует изоморфизм

cl(3, 1,R) ' mat(4,R). (3.43)



90 ГЛАВА 3. АЛГЕБРЫ КЛИФФОРДА

В разделе 3.3 мы докажем изоморфизм алгебр Клиффорда cl(3, 1,F) ' cl(2, 2,F).
Широко используется также следующее представление образующих в алгебре

комплексных 4× 4 матриц:

ei =

(
0 σi

σi 0

)
, e4 =

(
i 0
0 −i

)
.

Пример 3.2.11. Алгебра Клиффорда cl(1, 3,F) шестнадцатимерна. Ее образующие
имеют точное представление в алгебре комплексных 4× 4 матриц mat(4,C). Ее гене-
раторами являются γ-матрицы Дирака с определяющим равенством:

γaγb + γbγa = 2ηab, ηab = diag (+−−−). (3.44)

Здесь мы использовали общепринятое обозначение образующих алгебры Клиффор-
да: ea 7→ γa. Представление образующих можно выбрать в алгебре комплексных 4×4
матриц mat(4,C) в следующем блочном виде (представление Дирака):

γ0 =

(
1 0
0 −1

)
, γi =

(
0 σi

−σi 0

)
, (3.45)

где {γa} = {γ0, γi}, и σi := σi, i = 1, 2, 3, – матрицы Паули.
Матрицы Дирака можно также представить в виде 2 × 2 матриц над алгеброй

кватернионов mat(2,H):

γ0 =

(
1 0
0 −1

)
, γ1 =

(
0 i
i 0

)
, γ2 =

(
0 j
j 0

)
, γ3 =

(
0 k
k 0

)
,

где i, j, k – базисные векторы кватернионов (см. приложение ??). Если вычислить
остальные базисные векторы γab, γabc и γabcd, то можно убедиться, что вместе с еди-
ницей они образуют базис в алгебре 2 × 2 матриц над алгеброй кватернионов. Сле-
довательно, имеет место изоморфизм

cl(1, 3,R) ' mat(2,H). (3.46)

Сравнение полученного результата с изоморфизмом (3.42) доказывает изомор-
физм алгебр Клиффорда cl(1, 3,R) ' cl(4, 0,R).

Заметим, что алгебры Клиффорда cl(3, 1,R) и cl(1, 3,R) не изоморфны, хотя и
отличаются только общим знаком метрики. Это значит, что спиноры различают мно-
гообразия с метриками сигнатуры (+−−−) и (−+ ++).

Конструкция алгебр Клиффорда относительно сложна, но содержательна. Рас-
смотренные примеры показывают, что многие интересные с точки зрения приложе-
ний алгебры вкладываются в эту конструкцию.

3.3 Классификация алгебр Клиффорда

Как и ранее, F обозначает либо поле вещественных R, либо комплексных C чисел.
В настоящем разделе мы докажем путем явного построения, что каждая алгебра

Клиффорда изоморфна некоторой матричной алгебре. При этом мы часто будем
использовать понятие прямой суммы и тензорного произведения алгебр. Напомним
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Определение. Рассмотрим две алгебры a и b над одним полем F. Поскольку они яв-
ляются векторными пространствами, то для них определено понятие прямой суммы
a⊕b и тензорного произведения a⊗b = a⊗Fb (см. раздел ??). Определим умножение
разложимых элементов в прямой сумме и тензорном произведении алгебр покомпо-
нентно:

(a1 ⊕ b1)(a2 ⊕ b2) := (a1a2)⊕ (b1b2), (3.47)
(a1 ⊗ b1)(a2 ⊗ b2) := (a1a2)⊗ (b1b2), (3.48)

где a1, a2 ∈ a и b1, b2 ∈ b – произвольные элементы первой и второй алгебры, и
продолжим его по линейности.

Легко проверить, что векторные пространства с введенным выше произведением
являются алгебрами. Они имеют следующие размерности:

dim F(a⊕ b) = dim Fa + dim Fb, dim F(a⊗ b) = dim Fa× dim Fb.

Предложение 3.3.1. Для трех алгебр a, b и c выполнены условия дистрибутив-
ности:

(a⊕ b)⊗ c = (a⊗ c)⊕ (b⊗ c),

c⊗ (a⊕ b) = (c⊗ a)⊕ (c⊗ b).
(3.49)

Доказательство. Прямая проверка.

Пример 3.3.1. Рассмотрим поле вещественных чисел R как алгебру. Любое веще-
ственное число представимо в виде a = a · 1 ∈ R, где 1 – базисный вектор. Тензорное
произведение двух прямых одномерно, т.к. при тензорном произведении размерности
перемножаются. В этом произведении определено умножение

(R⊗ R)× (R⊗ R) 3 (a1 ⊗ b1), (a2 ⊗ b2) 7→ (a1a2 ⊗ b1b2) = a1a2b1b2 · 1 ∈ R,

где 1 := 1⊗ 1. Таким образом, мы доказали изоморфизм R⊗ R ' R.
Как векторное пространство R ⊕ R = R2. На плоскости R2 мы имеем покомпо-

нентное умножение декартовых координат:

R2 × R2 3 (a1 ⊕ b1), (a2 ⊕ b2) 7→ (a1 ⊕ b1)(a2 ⊕ b2) = (a1a2 ⊕ b1b2) ∈ R2.

Таким образом, прямая сумма двух вещественных прямых, рассматриваемых как
алгебры, изоморфна евклидовой плоскости с покомпонентным умножением точек.

Пример 3.3.2. Рассмотрим тензорное произведение комплексной плоскости на ве-
щественную прямую C ⊗R R, рассматриваемых как вещественные алгебры. Пусть
z = z · 1 ∈ C и a = a · 1 ∈ R. Тогда произведение элементов из C⊗R R примет вид

(C⊗R R)× (C⊗R R) 3 (z1 ⊗R a1), (z2 ⊗R a2) 7→ (z1z2 ⊗R a1a2) = z1z2a1a2 · 1 ∈ C.

где 1 := 1⊗R 1. Тем самым мы доказали изоморфизм C⊗R R ' C.
Как вещественные векторные пространства C⊕R = R3. Умножение в этой прямой

сумме задается следующим образом

(C⊕ R)× (C⊕ R) 3 (z1 ⊕ a1), (z2 ⊕ a2) 7→ (z1z2 ⊕ a1a2) ∈ (C⊕ R).
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Пример 3.3.3. Рассмотрим тензорное произведение двух комплексных плоскостей
C⊗CC, которые рассматриваются как алгебры над полем комплексных чисел. Пусть
z = z · 1 ∈ C и w = w · 1 ∈ C. Тогда умножение в тензорном произведении задается
следующим образом

(C⊗C C)× (C⊗C C) 3 (z1 ⊗C w1), (z2 ⊗C w2) 7→ (z1z2 ⊗C w1w2) = z1z2w1w2 · 1 ∈ C.
(3.50)

где 1 := 1⊗C 1. То есть существует изоморфизм C⊗C C ' C.
Как комплексное векторное пространство C ⊕ C = C2. В этой прямой сумме

определено покомпонентное умножение

C2 × C2 3 (z1 ⊕ w1), (z2 ⊕ w2) 7→ (z1z2 ⊕ w1w2) ∈ C2.

Мы видим полную аналогию с тензорным произведением и прямой суммой веще-
ственных прямых.

Если комплексную плоскость рассматривать не как одномерное комплексное про-
странство, а как двумерное вещественное пространство, C ' R2, то тензорное про-
изведение алгебр изменится. Обозначим z = x + iy ∈ R2, где 1 и i рассматриваются
как базисные векторы в R2. Аналогично, w = u+ iv ∈ R2. Тогда умножение в R2 ' C
задается формулами:

z1z2 = (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + x2y1),

w1w2 = (u1u2 − v1v2) + i(u1v2 + u2v1).

Теперь для умножения элементов тензорного произведения R2⊗R R2 ' C⊗R C спра-
ведлива формула

(z1 ⊗R w1)(z2 ⊗R w2) = (z1z2 ⊗R w1w2) =

=
[
(x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + x2y1)

]
⊗R
[
(u1u2 − v1v2) + i(u1v2 + u2v1)

]
=

= (x1x2 − y1y2)(u1u2 − v1v2)1⊗R 1 + (x1y2 + x2y1)(u1u2 − v1v2)i⊗R 1+

+ (x1x2 − y1y2)(u1v2 + u2v1)1⊗R i+ (x1y2 + x2y1)(u1v2 + u2v1)i⊗R i.

Как вещественное векторное пространство тензорное произведение C⊗R C четырех-
мерно с базисными векторами 1 ⊗R 1, i ⊗R 1, 1 ⊗R i и i ⊗R i. Чтобы вернуться к
комплексному тензорному произведению (3.50) необходимо положить

1⊗R 1 := 1, i⊗R 1 := i1, 1⊗R i := i1, i⊗R i := −1.

Мы видим, что если одно и то же множество элементов можно рассматривать, как
алгебры над различными полями, то тензорное произведение таких алгебр зависит от
того, над каким полем они рассматриваются. Поэтому там, где это существенно, мы
будем писать соответствующий индекс у тензорного произведения a⊗Fa. В противном
случае, когда выбор поля ясен из контекста, индекс, для краткости, будет опущен.

Поскольку алгебры Клиффорда являются алгебрами, то имеет смысл рассматри-
вать алгебры матриц, элементы которых принадлежат алгебрам Клиффорда.

Рассмотрим алгебру Клиффорда cl(p, q,F) с образующими ea, a = 1, . . . , p + q.
Определим p+ q + 2 матрицы ěa, a = 1, . . . , p+ q + 2, следующим образом:

ěa :=

(
ea 0
0 ea

)
, ěp+q+1 := ě+ :=

(
0 1
1 0

)
, ěp+q+2 := ě− :=

(
0 −1
1 0

)
. (3.51)
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Тогда эти матрицы будут удовлетворять следующим антикоммутационным соотно-
шениям

ěaěb + ěběa = 2ηab, ηab := diag (+ . . .+︸ ︷︷ ︸
p

− . . .−︸ ︷︷ ︸
q

+−).

Следовательно, матрицы ěa в свою очередь можно рассматривать, как образую-
щие новой алгебры Клиффорда cl(p + 1, q + 1,F) (с точностью до перестановки
образующих). Таким образом мы построили диагональное вложение cl(p, q,F) ↪→
cl(p+ 1, q + 1,F):

cl(p, q,F) 3 U 7→ Ǔ =

(
U 0
0 U

)
∈ cl(p+ 1, q + 1,F).

Поскольку матрица Ǔ пропорциональна единичной 2× 2 матрице, то она комму-
тирует со всеми другими матрицами. В частности, с четырьмя матрицами

1

2
(1 + ě+ě−) =

(
1 0
0 0

)
,

1

2
(ě+ − ě−) =

(
0 1
0 0

)
,

1

2
(ě+ + ě−) =

(
0 0
1 0

)
,

1

2
(1− ě+ě−) =

(
0 0
0 1

)
,

которые образуют базис в mat
(
2, cl(p, q,F)

)
. Поэтому произвольный элемент алгебры

mat
(
2, cl(p, q,F)

)
представим в виде(

U V
W T

)
=

(
1 0
0 0

)
U +

(
0 1
0 0

)
V +

(
0 0
1 0

)
W +

(
0 0
0 T

)
T =

=
1

2
(1 + ě+ě−)U +

1

2
(ě+ − ě−)V +

1

2
(ě+ + ě−)W +

1

2
(1− ě+ě−)T, (3.52)

где U , V , W и T – элементы алгебры Клиффорда cl(p, q,F). С другой стороны, про-
извольный элемент алгебры Клиффорда cl(p+ 1, q + 1,F) можно записать в виде

S + e+S+ + e−S− + e+e−S+−,

где S, S+, S−, S+− – некоторые элементы подалгебры cl(p, q,F). Сравнивая получен-
ное выражение с представлением (3.52), можно установить взаимно однозначное со-
ответствие между элементами алгебр cl(p+ 1, q+ 1,F) и mat

(
2, cl(p, q,F)

)
, т.е. между

элементами S, S+, S−, S+− и U, V,W, T , которое мы не будем выписывать. Поскольку
все соотношения линейны, то мы доказали изоморфизм алгебр Клиффорда

cl(p+ 1, q + 1,F) ' mat
(
2, cl(p, q,F)

)
. (3.53)

Пример 3.3.4. В примере 3.2.6 мы доказали изоморфизм алгебр cl(0, 2,R) ' H.
Согласно приведенному выше построению отсюда вытекает изоморфизм cl(1, 3,R) '
mat(2,H). Этот изоморфизм уже был явно построен в примере 3.2.11.

Теперь вернемся к началу нашего построения (3.51). Поскольку матрицы {e+, e−} =
{ei}, i = 1, 2, удовлетворяют антикоммутационным соотношениям

eiej + ejei = 2ηij, ηij := diag (+−),

то они сами по себе генерируют алгебру Клиффорда cl(1, 1,F). Поэтому из представ-
ления (3.51) следует изоморфизм

mat
(
2, cl(p, q,F)

)
' cl(p, q,F)⊗ cl(1, 1,F).

Полученный изоморфизм вместе с изоморфизмом (3.53) доказывает третью часть
следующего утверждения.
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Теорема 3.3.1. Существуют изоморфизмы:

cl(p+ 2, 0,F) ' cl(0, p,F)⊗ cl(2, 0,F), (3.54)
cl(0, q + 2,F) ' cl(q, 0,F)⊗ cl(0, 2,F), (3.55)

cl(p+ 1, q + 1,F)
)
' cl(p, q,F)⊗ cl(1, 1,F). (3.56)

Доказательство. Пусть ea, a = 1, . . . , p + 2, – ортонормальный базис в алгебре
Клиффорда cl(p + 2, 0,F). Пусть ea, a = 1, . . . , p, и ě1, ě2 – ортонормальные бази-
сы соответственно в cl(0, p,F) и cl(2, 0,F). Определим отображение cl(p + 2, 0,F) →
cl(0, p,F)⊗ cl(2, 0,F), отождествив базисные векторы:

ea :=

{
ea ⊗ ě1ě2, 1 ≤ a = a ≤ p,

1⊗ ěa−p, a = p+ 1, p+ 2
(3.57)

Теперь нетрудно проверить, что выполнено равенство

{ea, eb} = 2δab
1,

где мы отождествили единицы в алгебрах Клиффорда 1 := 1 ⊗ 1. Поскольку отоб-
ражение (3.57), продолженное по линейности, сюрьективно, то оно определяет изо-
морфизм (3.54).

Аналогично доказывается изоморфизм (3.55).
Чтобы доказать существование изоморфизма (3.56) проведем следующее постро-

ение. Пусть ea, a = 1, . . . , p + q + 2, – ортонормальный базис в алгебре Клиффорда
cl(p+ 1, q+ 1,F) с квадратичной формой Q(A) := ηabAaAb. Пусть ea, a = 1, . . . , p+ q,
и ě1, ě2 – ортонормальные базисы в cl(p, q,F) и cl(1, 1,F) соответственно. Проведем
отождествление:

ea :=


ea ⊗ ě1ě2, 1 ≤ a = a ≤ p,

1⊗ ě1, a = p+ 1,

ea ⊗ ě1ě2, p+ 2 ≤ a = a+ 1 ≤ p+ q + 1,

1⊗ ě2, a = p+ q + 2.

(3.58)

Тогда нетрудно проверить равенство

{ea, eb} = 2ηab
1, ηab = diag (+ . . .+︸ ︷︷ ︸

p+1

− . . .−︸ ︷︷ ︸
q+1

).

где мы отождествили единицы. Поскольку отождествление базисных векторов вза-
имно однозначно, то мы доказали изоморфизм (3.56).

Аналогичные построения позволяют доказать наличие других изоморфизмов.

Теорема 3.3.2. При p ≥ 1 существует изоморфизм

cl(p, q,F) ' cl(q + 1, p− 1,F). (3.59)

Доказательство. Пусть задана алгебра Клиффорда cl(p, q,F) с ортонормированны-
ми образующими ea, a = 1, . . . p+ q. Перейдем к новым образующим

e′1 := e1, e′a := eae1, a = 2, . . . , p+ q.
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Тогда новые образующие с различными индексами будут антикоммутировать между
собой, и, кроме того,

(
e′1
)2

= 1 и
(
e′a
)2

= −
(
ea
)2 при a ≥ 2. То есть справедливы

следующие антикоммутационные соотношения

e′ae′b + e′be′a = 2η′ab, η′ab = diag (+− . . .−︸ ︷︷ ︸
p−1

+ . . .+︸ ︷︷ ︸
p

).

Следовательно, с точностью до перестановки новые образующие являются генерато-
рами алгебры Клиффорда cl(q + 1, p− 1,F).

Если данную теорему применить дважды, то получим тождество

cl(p, q,F) ' cl(q + 1, p− 1,F) ' cl(p, q,F).

Поэтому ее нужно использовать только один раз.

Пример 3.3.5.

cl(2, 0,F) ' cl(1, 1,F), cl(3, 0,F) ' cl(2, 1,F),

cl(4, 0,F) ' cl(1, 3,F), cl(3, 1,F) ' cl(2, 2,F).

Первый изоморфизм был установлен в примерах 3.2.4,3.2.5. Третий изоморфизм – в
примере 3.2.11.

Теорема 3.3.3. При p ≥ 4 существует изоморфизм

cl(p, q,F) ' cl(p− 4, q + 4,F). (3.60)

Доказательство. Пусть задана алгебра Клиффорда cl(p, q,F) с ортонормированны-
ми образующими ea, a = 1, . . . p+ q. Перейдем к новым образующим

e′a := eah, a = 1, 2, 3, 4,

e′a := ea, a = 5, . . . , p+ q,

где h := e1e2e3e4. Можно проверить, что новые образующие удовлетворяют антиком-
мутационным соотношениям

e′ae′b + e′be′a = 2η′ab, η′ab = diag (+ . . .+︸ ︷︷ ︸
p−4

− . . .−︸ ︷︷ ︸
q+4

).

Следовательно, новые образующие являются генераторами алгебры Клиффорда cl(p−
4, q + 4,F).

В отличие от предыдущей теоремы полученное утверждение можно применять к
алгебрам Клиффорда несколько раз пока p− 4 ≥ 0.

Пример 3.3.6.

cl(6, 0,F) ' cl(2, 4,F), cl(5, 2,F) ' cl(1, 6,F).

Теорема 3.3.4. Существуют изоморфизмы

cl(p, q + 8,F) ' mat
(
16, cl(p, q,F)

)
. (3.61)

cl(p+ 8, q,F) ' mat
(
16, cl(p, q,F)

)
. (3.62)
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Доказательство. Сначала докажем изоморфизм (3.61). С этой целью выберем орто-
нормальный базис {e1, . . . , en, en+1, . . . , en+8} в псевдоевклидовом пространстве Rp,q+8,
где n = p+ q. Положим

e′a := eaen+1 . . . en+8, a = 1, . . . n = p+ q.

Тогда набор векторов {e′1, . . . , e′n} генерирует подалгебру, изоморфную cl(p, q,F). На-
бор векторов {en+1, . . . , en+8} генерирует подалгебру, которая изоморфна mat(16,R).
Эти две подалгебры коммутируют между собой. Поэтому существует изоморфизм

cl(p, q + 8,F) ' cl(p, q,F)⊗mat(16,F) ' mat
(
16, cl(p, q,F)

)
.

Аналогично доказывается второй изоморфизм (3.61).

Две последние теоремы были доказаны Э. Картаном [?].
Теорема 3.3.4 позволяет классифицировать алгебры Клиффорда. Действительно,

если известны все алгебры Клиффорда cl(p, q,F) при p = 0, 1, . . . , 7 и q = 0, 1, . . . , 7,
то изоморфизм (3.61) можно использовать в качестве рекуррентного соотношения
для построения всех остальных алгебр. Это свойство известно как периодичность 8
или периодичность Картана–Ботта.

Приведем примеры использования последней теоремы.

Пример 3.3.7. В примере 3.2.3 доказан изоморфизм cl(0, 1,R) ' C. поэтому из
теоремы 3.3.4 следуют изоморфизмы cl(8, 1,R) ' cl(0, 9,R) ' mat(16,C).

Пример 3.3.8. В примере 3.2.5 доказан изоморфизм cl(1, 1,R) ' mat(2,R). Следо-
вательно, cl(9, 1,R) ' cl(1, 9,R) ' mat

(
16,mat(2,R)

)
' mat(32,R).

Сначала рассмотрим классификацию алгебр Клиффорда в вещественном слу-
чае. Теоремы 3.3.1–3.3.4 позволяют для невырожденных квадратичных форм Q из
знания алгебр Клиффорда низших размерностей определить все остальные алгебры
Клиффорда с помощью рекуррентных соотношений. А именно, четыре неизоморф-
ные между собой алгебры

cl(1, 0,R) ' R⊕ R, cl(1, 1,R) ' mat(2,R),

cl(0, 1,R) ' C, cl(0, 2,R) ' H, (3.63)

определяют все остальные алгебры Клиффорда путем сдвига аргументов p и q.
Поместим алгебры Клиффорда низших размерностей, p ≤ 7 и q ≤ 7, в таблицу

3.1, где мы ввели следующие сокращения:

R(k) := mat(k,R), 2R := R⊕ R,
C(k) := mat(k,C), 2H := H⊕H,

2R(k) := R(k)⊕ R(k), 2H(k) := H(k)⊕H(k).

В приведенной таблице четыре алгебры (3.63) обведены рамкой. Формулы 3.59 и
3.60 устанавливают изоморфизм некоторых алгебр Клиффорда, которые находятся
в одной строке. Переход от строк 1–4 к строкам 5–7 осуществляется с помощью
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aaaaaap+ q
p− q

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
0 R
1 C 2R
2 H R(2) R(2)

3 2H C(2) 2R(2) C(2)

4 H(2) H(2) R(4) R(4) H(2)

5 C(4) 2H(2) C(4) 2R(4) C(4) 2H(2)

6 R(8) H(4) H(4) R(8) R(8) H(4) H(4)

7 2R(8) C(8) 2H(4) C(8) 2R(8) C(8) 2H(4) C(8)

Таблица 3.1: Вещественные алгебры Клиффорда низших размерностей, которые
определяют все остальные алгебры Клиффорда, благодаря периодичности 8 (перио-
дичность Картана–Ботта).

изоморфизма 3.56. При этом надо воспользоваться следующими изоморфизмами:

C⊗ R(2) ' C(2), H⊗ R(2) ' H(2),

R(2)⊗ R(2) ' R(4), R(4)⊗ R(2) ' R(8),

C(2)⊗ R(2) ' C(4), H(2)⊗ R(2) ' H(4),

C(4)⊗ R(2) ' C(8), 2R⊗ R(2) ' 2R(2),
2R(2)⊗ R(2) ' 2R(4), 2H(2)× R(2) ' 2H(4),

которые легко проверяются.
Классификация комплексных алгебр Клиффорда существенно проще веществен-

ных. Рассмотрим алгебру Клиффорда cl(p, q,C) над полем комплексных чисел. В
соответствующем векторном пространстве V произведем замену базиса

ea 7→ ea, a = 1, . . . , p; ea 7→ iea, a = p+ 1, . . . , p+ q.

Очевидно, что в новом базисе квадратичная форма станет единичной матрицей. По-
этому существует изоморфизм

cl(p, q,C) ' cl(p+ q, 0,C).

Отсюда следует, что в комплексном случае достаточно классифицировать только ал-
гебры Клиффорда cl(n, 0,C), и эта классификация вытекает сразу из классификации
вещественных алгебр Клиффорда.

Построение ведется следующим образом. В примерах 3.2.2 и 3.2.4 были доказаны
изоморфизмы

cl(1, 0,C) ' C⊕ C, cl(2, 0,C) ' mat(2,C).

Учитывая изоморфизм комплексных алгебр Клиффорда одинаковой размерности,
изоморфизм (3.54) можно переписать в виде

cl(p+ 2, 0,C) ' cl(p, 0,C)⊗ cl(2, 0,C) ' cl(p, 0,C)⊗mat(2,C).

Поэтому существует изоморфизм

cl(3, 0,C) ' cl(1, 0,C)⊗ cl(2, 0,C) ' (C⊕ C)⊗mat(2,C) ' mat(2,C)⊕mat(2,C).
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Аналогично доказывается изоморфизм

cl(4, 0,C) ' cl(2, 0,C)⊗ cl(2, 0,C) ' mat(2,C)⊗mat(2,C) ' mat(22,C).

Нетрудно проверить, что для произвольных размерностей справедливы изоморфиз-
мы

(C⊕ C)⊗mat(n,C) ' mat(n,C)⊕mat(n,C),

mat(n,C)⊗mat(2,C) ' mat(2n,C).
(3.64)

Поэтому продолжение данного построения доказывает следующее утверждение

Теорема 3.3.5. Имеют место следующие изоморфизмы:

cl(n, 0,C) '

{
mat

(
2
n
2 ,C

)
, n четное,

2mat
(
2
n−1
2 ,C

)
:= mat

(
2
n−1
2 ,C

)
⊕mat

(
2
n−1
2 ,C

)
, n нечетное.

(3.65)

Таким образом, в комплексном случае имеет место периодичность 2.

Следствие. Комплексные алгебры Клиффорда cl(p, q,C) имеют точное представле-
ние в алгебре комплексных матриц mat(m,C). Минимальная размерность представ-
ления равна m = 2[(n+1)/2], где n := p + q и квадратные скобки обозначают целую
часть.

3.4 Представления алгебр Клиффорда
В приложениях встречаются, как правило, представления алгебр Клиффорда. Нач-
нем с определений.

Определение. Пусть задано конечномерное векторное пространство W над полем
K, содержащим поле F ⊆ K. Тогда K-представлением алгебры Клиффорда cl(V, Q)
называется гомоморфизм

ρ : cl(V, Q) 3 U 7→ ρ(U) ∈ hom K(W,W) (3.66)

алгебры Клиффорда в алгебру K-линейных преобразований векторного пространст-
ва W. Векторное пространство W называется cl(V, Q)-модулем над полем K.

При фиксированном базисе в W каждому элементу алгебры Клиффорда ставится
в соответствие некоторая матрица с элементами из поля K. При этом выполнено
равенство

ρ(UV ) = ρ(U)ρ(V ),

где в правой части стоит обычное умножение матриц.
В дальнейшем мы упростим обозначения:

ρ(U)(X) := UX, ∀U ∈ cl(V, Q), ∀X ∈W.

Нас будут интересовать случаи K = R,C или H. При F = H векторное простран-
ство W рассматривается не над полем, а над алгеброй, т.е. является H-модулем.

Заметим, что комплексное векторное пространство изоморфно вещественному
векторному пространству W вдвое большей размерности с линейным отображени-
ем (комплексной структурой)

J : W→W,
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удовлетворяющим условию J 2 = − id . Поэтому комплексное представление алгебры
Клиффорда есть просто вещественное представление

ρ : cl(V, Q)→ hom R(W,W),

которое удовлетворяет равенству

ρ(U) J = J ρ(U), ∀U ∈ cl(V, Q). (3.67)

Следовательно, образ отображения ρ коммутирует с подалгеброй в hom R(W,W),
которая натянута на матрицы id , J и изоморфна полю комплексных чисел C.

Пример 3.4.1. Рассмотрим двумерную вещественную алгебру Клиффорда cl(0, 1,R) '
C. Эта алгебра имеет точное неприводимое одномерное комплексное представление

cl(0, 1,R) 3 z := u0 + iu1 7→ ρ(z) = z ∈ hom C(W,W),

где W ' C – одномерное комплексное пространство. Элементы алгебры Клиффорда
z ∈ cl(0, 1,R) действуют в W простым умножением:

W 3 w 7→ zw ∈W.

Рассмотрим теперь W как двумерное вещественное векторное пространство. Пусть
w = w0 + iw1 ∈ R2. Тогда действие алгебры Клиффорда в W можно записать в
вещественной форме:

W 3
(
w0

w1

)
7→
(
u0 −u1
u1 u0

)(
w0

w1

)
=

(
u0w0 − u1w1

u0w1 + u1w0

)
∈W.

То есть каждому элементу алгебры Клиффорда z ставится во взаимно однознач-
ное соответствие вещественная 2× 2 матрица. При этом базис алгебры Клиффорда
отображается в матрицы:

e 7→
(

1 0
0 1

)
, e1 = i 7→

(
0 −1
1 0

)
.

Отсюда следует выражение для комплексной структуры

J =

(
0 −1
1 0

)
.

Теперь нетрудно проверить, что J 2 = − id и равенства (3.67) выполнены. В рассмат-
риваемом случае подалгебра в hom R(W,W), натянутая на векторы id и J совпадает
со всем образом представления ρ.

Построенное вещественное представление алгебры Клиффорда cl(0, 1,R) являет-
ся неприводимым. Действительно, если бы оно было приводимым, то комплексная
структура должна была бы представляться диагональной матрицей, что противоре-
чит условию J 2 = − id .

Кватернионные представления алгебр Клиффорда также эквивалентны веще-
ственным представлениям, но вчетверо большей размерности. В этом случае в век-
торном пространстве W задано три линейных оператора I , J , K : W→W, которые
удовлетворяют равенствам:

I 2 = J 2 = K 2 = − id ,

I J = − J I = K , J K = −K J = I , K I = − I K = J .
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При этом векторное пространство W становится H-модулем. Представление ρ : W→
W является кватернионным, если выполнены следующие условия:

ρ(U) I = I ρ(U), ρ(U) J = J ρ(U), ρ(U)K = K ρ(U)

для всех U ∈ cl(V, Q). То есть алгебра hom R(W,W) имеет коммутативную подал-
гебру, натянутую на матрицы id , I , J , K , которая изоморфна алгебре кватернионов
H.

Каждое комплексное представление вещественной алгебры Клиффорда cl(p, q,R)
автоматически порождает комплексное представление вещественной алгебры cl(p, q,R)⊗R
C ' cl(p+ q, 0,R).

Каждое кватернионное представление вещественной алгебры cl(p, q,R) являет-
ся автоматически комплексным путем сужения алгебры кватернионов до поля ком-
плексных чисел C ⊂ H. Конечно, комплексная размерность каждого H-модуля явля-
ется четной.

Определение. K-представление (3.66) называется приводимым, если векторное про-
странство W можно представить в виде нетривиальной прямой суммы

W = W1 ⊕W2,

такой, что выполнено равенство ρ(U)(Wi) ⊆Wi для i = 1, 2 и для всех U ∈ cl(V, Q).
В этом случае можно писать

ρ = ρ1 ⊕ ρ2,

где ρi(U) := ρ(U)
∣∣
W1

, i = 1, 2, – сужение представления ρ на Wi ⊂W.
В противном случае представление называется неприводимым.

Поскольку алгебры конечномерны, то представление будет неприводимым тогда
и только тогда, когда векторное пространство W не будет содержать собственных
инвариантных подпространств.

Предложение 3.4.1. Каждое K-представление алгебры Клиффорда cl(V, Q) можно
разложить в прямую сумму ρ = ρ1 ⊕ . . .⊕ ρm неприводимых представлений.

Доказательство. Если представление неприводимо, то оно уже имеет требуемый
вид. Если представление приводимо, то ρ = ρ1⊕ρ2. Если какое либо из представлений
ρ1 или ρ2 приводимо, то его также можно разложить, и так далее. Этот процесс
прекратится, поскольку cl(V, Q)-модуль W имеет конечную размерность.

Определение. Два представления ρi : cl(V, Q) → hom K(Wi,Wi), i = 1, 2 экви-
валентны, если существует K-линейный изоморфизм f : W1 → W2 такой, что
ρ2(U) = f ◦ ρ1(U) ◦ f−1 для всех U ∈ cl(V, Q).

Из классификации алгебр Клиффорда, которая была дана в предыдущем разде-
ле, мы знаем, что каждая алгебра Клиффорда cl(p, q,F) изоморфна одной из двух
матричных алгебр mat(2m,K) или mat(2m,K)⊕mat(2m,K), где K = R,C или H, для
некоторого натурального m. Теория представлений для таких алгебр особенно про-
ста.

Теорема 3.4.1. Пусть K = R,C или H. Рассмотрим кольцо n×n матриц mat(n,K)
как алгебру над R. Тогда фундаментальное представление ρ : Kn → Kn алгебры
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mat(n,K) с точностью до эквивалентности является единственным неприводи-
мым представлением алгебры mat(n,K).

Алгебра mat(n,K)⊕mat(n,K) с точностью до эквивалентности имеет два непри-
водимых представления, которые действуют в Kn:

ρ1(U1 ⊕ U2) := ρ(U1) или ρ2(U1 ⊕ U2) := ρ(U2),

где U1 ⊕ U2 ∈ mat(n,K)⊕mat(n,K).

Доказательство. Доказательство вытекает из классического результата: алгебра мат-
риц mat(n,K) проста (т.е., не имеет двусторонних идеалов, отличных от нуля и всей
алгебры) и имеет только одно неприводимое представление с точностью до эквива-
лентности (см., например, [?]).

Из классификации вещественных (таблица 3.1) и комплексных (теорема 3.65) ал-
гебр Клиффорда вытекает

Теорема 3.4.2. Обозначим через ν(p, q,R) число неэквивалентных неприводимых
вещественных представлений алгебры Клиффорда cl(p, q,R) и через ν(n, 0,C) – чис-
ло неэквивалентных неприводимых комплексных представлений алгебры Клиффорда
cl(n, 0,C). Тогда

ν(p, q,R) =

{
2, если p− q = 1 (mod 4),

1, в противном случае,

ν(n, 0,C) =

{
2, n – нечетное,
1, n – четное.

(3.68)

Доказательство. В первом случае достаточно обратить внимание на вертикальные
колонки в таблице 3.1 при p − q = −7,−3, 1, 5. Второй случай прямо следует из
теоремы 3.65.

3.5 Свойства алгебр Клиффорда
Рассмотрим кратко основные свойства алгебр Клиффорда.

Алгебра Клиффорда содержит подалгебру cl+, натянутую на базисные векторы
с четным числом индексов. Ее всегда можно представить в виде прямой суммы

cl = cl+ ⊕ cl−. (3.69)

Элементы алгебры Клиффорда, натянутые на базисные векторы с четным и нечет-
ным числом индексов, будем соответственно называть четными и нечетными. Нетруд-
но проверить, что произведение четных или нечетных элементов дает четный эле-
мент, а произведение четного и нечетного элемента – нечетный:

cl+cl+ ⊂ cl+, cl−cl− ⊂ cl+,

cl+cl− ⊂ cl−, cl−cl+ ⊂ cl−.

Это значит, что алгебра Клиффорда является Z2 градуированной алгеброй. В соот-
ветствии с разложением (3.69) произвольный элемент алгебры Клиффорда можно
представить единственным образом в виде суммы четного и нечетного элемента:

U = U+ + U−, U± ∈ cl±.
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Отметим, что, в отличии от внешней алгебры, в алгебре Клиффорда нельзя ввести
Z градуировку, т.к. в общем случае произведение двух элементов степеней r и s
содержит не только элементы степени r + s (3.19).

Введем несколько отображений в алгебрах Клиффорда. Сначала напомним общее

Определение. Инволюцией, которую мы обозначим звездочкой ∗, в произвольной
алгебре a над полем вещественных или комплексных чисел называется отображение

a 3 U 7→ U∗ ∈ a, (3.70)

удовлетворяющее следующим условиям:

U∗∗ = U, (αU + βV )∗ = α†U∗ + β†V ∗, (UV )∗ = V ∗U∗ (3.71)

для всех U, V ∈ a, где символ † обозначает комплексное сопряжение в случае α, β ∈ C.
Мы также предполагаем, что отображение (3.70) является непрерывным в естествен-
ной топологии векторного пространства.

Отметим изменение порядка элементов при сопряжении произведения (3.71).
В теории алгебр Клиффорда вводится несколько полезных отображений, которые

называются инволюциями, но не всегда являются таковыми с точки зрения общего
определения, приведенного выше.

Определение. В соответствии с разложением в прямую сумму (3.16) произвольный
элемент алгебры Клиффорда cl(V, Q) в ортонормальном базисе имеет вид

U = U0 + U1 + U2 + . . .+ Un = U+ + U−.

Определим инволюцию градуировки, которую обозначим шляпкой, следующим обра-
зом

Û := U+ − U−. (3.72)

Введем операцию реверса, которую обозначим тильдой,

Ũ := U0 + U1 − U2 − U3 + U4 + U5 − U6 − U7 + . . . . (3.73)

Введем также клиффордово сопряжение, которое обозначим чертой, как композицию
инволюции градуировки и реверса:

U :=
˜̂
U. (3.74)

Инволюция градуировки (3.72) означает изменение знака образующих ea 7→ −ea.
Эта операция наследуется из векторного пространства V, в котором определена ин-
волюция (отражение)

V 3 A 7→ −A ∈ V.

Эта инволюция естественным образом продолжается в тензорную алгебру ⊗V, и
оттуда спускается в алгебру Клиффорда, т.к. идеал (3.3), входящий в определение
алгебры Клиффорда, инвариантен относительно изменения знака всех векторов.

Операция (3.73) названа реверсом, т.к. соответствует изменению порядка следо-
вания базисных векторов:

clk 3 e1e2 . . . eak 7→ eakeak−1 . . . e1 ∈ clk.



3.5. СВОЙСТВА АЛГЕБР КЛИФФОРДА 103

Действительно, для того чтобы вернуть порядок индексов в произведении eakeak−1 . . . e1

к первоначальному, необходимо произвести

(k − 1) + (k − 2) + . . .+ 1 =
1

2
k(k − 1)

перестановок. Это приводит к изменению знака слагаемых в сумме (3.73) при k =
2, 3, 6, 7, . . . .

Операция реверса также наследуется из тензорной алгебры. Действительно, в
тензорной алгебре ⊗V определена инволюция (реверс), которая меняет порядок со-
множителей во всех тензорных произведениях:

⊗V 3 A1 ⊗ A2 ⊗ . . .⊗ Ak 7→ Ak ⊗ Ak−1 ⊗ . . .⊗ A1 ∈ ⊗V.

Поскольку идеал (3.3), входящий в определение алгебры Клиффорда, инвариантен
относительно этой инволюции, то она спускается на алгебру Клиффорда.

Инволюции градуировки, реверса и Клиффордова сопряжения можно записать в
следующем виде

Û =
n∑
k=0

(−1)kUk, (3.75)

Ũ =
n∑
k=0

(−1)
k(k−1)

2 Uk, (3.76)

U =
n∑
k=0

(−1)
k(k+1)

2 Uk. (3.77)

который удобен в вычислениях.

Предложение 3.5.1. Реверс, инволюция градуировки и Клиффордово сопряжение
обладают следующими свойствами:̂̂

U = U, ÛV = Û V̂ ,˜̃
U = U, ŨV = Ṽ Ũ ,

U = U, UV = V U,

для всех U, V ∈ cl(V, Q). Введенные операции (анти-)инволюции коммутируют
между собой: ̂̃

U =
˜̂
U, Ũ = Ũ , Û = Û . (3.78)

Кроме того
Û−1 = Û−1, Ũ−1 = Ũ−1, U−1 = U−1. (3.79)

Доказательство. Прямая проверка.

Если алгебра Клиффорда рассматривается над полем вещественных чисел, то
клиффордово сопряжение и реверс являются инволюциями, а инволюция градуи-
ровки – антиинволюцией, т.к. при действии на произведение элементов их порядок
сохраняется. В случае алгебр Клиффорда над полем комплексных чисел ни одна из
введенных операций не является инволюцией в смысле общего определения. Дей-
ствительно, из общего определения инволюции для клиффордова сопряжения сле-
дует равенство îU = −iÛ . С другой стороны для U = e справедливо соотношение
îe = ie, что приводит к противоречию. Аналогичные противоречия возникают для
инволюции градуировки и реверса.
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Определение. Скалярная часть элемента алгебры Клиффорда называется следом

trU := tr (eu0) := u0. (3.80)

Квадратичная форма Q на векторном пространстве V индуцирует квадратичную
форму в алгебре Клиффорда, для которой мы сохраним прежнее обозначение

Q(U) := tr (ŨU) ∈ F. (3.81)

Предложение 3.5.2. Квадратичная форма в алгебре Клиффорда обладает следую-
щим свойством

Q(UV . . .W ) = Q(U)Q(V ) . . . Q(W ).

Доказательство. Прямая проверка.

Отсюда вытекает равенство

Q(UV ) = Q(V U) ⇔ tr (ŨV ) = tr (UṼ ).

Квадратичной форме в алгебре Клиффорда соответствует симметрична билиней-
ная форма (поляризация), для которой мы также сохраним прежнее обозначение

Q(U, V ) := tr (ŨV ) ∈ F. (3.82)

Если сузить алгебру Клиффорда на векторное подпространство, то получим исход-
ную билинейную форму

Q(A,B) = tr (ÃB) = tr (eaeb)AaBb = ηabAaBb

для всех A = eaAa и B = eaBa из V.

Предложение 3.5.3. Билинейная форма Q в алгебре Клиффорда невырождена то-
гда и только тогда, когда невырождена исходная билинейная форма Q в векторном
пространстве V.

Доказательство. Прямая проверка.

Предложение 3.5.4. Операция реверса является левой или правой операцией со-
пряжения для билинейной формы Q:

Q(WU, V ) = Q(U, W̃V ), Q(UW, V ) = Q(U, V W̃ ).

Доказательство. Прямая проверка.

3.6 Накрытия групп вращений
В алгебре Клиффорда общего вида cl(V, Q), как и в любой другой ассоциативной
алгебре, можно ввести структуру алгебру Ли, определив коммутатор двух произ-
вольных элементов:

[U, V ] := UV − V U. (3.83)

При этом ассоциативность достаточна для выполнения тождеств Якоби, которые
содержат клиффордовы произведения трех элементов. Если алгебра Клиффорда
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cl(V, Q) рассматривается как алгебра Ли, то мы будем писать cl×(V, Q), чтобы отме-
тить изменение бинарной операции.

Теперь выделим в алгебре Ли множество элементов, которые образуют группу по
отношению к клиффордову умножению. Поскольку любая алгебра Клиффорда изо-
морфна некоторой матричной алгебре, то ясно, что часть элементов алгебры Клиф-
форда будет обратимой, т.е. для каждого обратимого элемента U в алгебре cl(V, Q)
существует такой элемент U−1, что выполнены равенства:

UU−1 = U−1U = 1.

Обратимым элементам и только им соответствуют матрицы с отличным от нуля
определителем. Если матрица представления имеет равный нулю определитель, то
она соответствует необратимому элементу алгебры Клиффорда.

Пример 3.6.1. В примере 3.2.5 было доказано, что произвольный элемент алгебры
Клиффорда cl(1, 1,F) имеет точное матричное представление:

U = eu0 + e1u1 + e2u2 + e12u12 =

(
u0 + u1 u2 + u12
−u2 + u12 u0 − u1

)
.

Условие
detU = u20 − u21 + u22 − u212 = 0,

выделяет в четырехмерном многообразии (u0, u1, u2, u3) ∈ F4 трехмерное многооб-
разие необратимых элементов. То, что останется – это открытое подмногообразие
обратимых элементов, которое четырехмерно.

Поскольку справедливо равенство

[ea, eb] = 2eaeb − 2ηabe,

то сами образующие алгебры Клиффорда никакой алгебры Ли не образуют.
В дальнейшем исходное векторное пространство V = cl1 ⊂ cl будет играть важную

роль. Чтобы подчеркнуть принадлежность какого либо элемента алгебры Клиффор-
да этому подпространству будем использовать для него буквы из начала алфавита
A,B, . . . , так же, как и для 1-форм.

Пример 3.6.2. Рассмотрим элемент алгебры Клиффорда степени 1, A = eaAa ∈
cl1 = V, такой, что его длина отлична от нуля, Q(A) = ηabAaAb 6= 0. Тогда у него
существует обратный элемент, который имеет вид

A−1 =
A

Q(A)
.

Пример 3.6.3. Рассмотрим внешнюю алгебру cl(V, 0) = Λ(MV ). Поскольку длина
любого вектора равна нулю, то обратимых элементов первой степени во внешней
алгебре не существует. Среди внешних форм не выше второй степени обратимые
элементы есть. Например, нетрудно проверить, что для формы e + e1e2 ∈ cl(V, 0)
обратным будет элемент e− e1e2 ∈ cl(V, 0).

Предложение 3.6.1. Множество обратимых элементов алгебры Клиффорда cl(V, Q)
образует группу. Эта группа является группой Ли размерности 2n, которую мы
обозначим CL(V, Q). Алгеброй Ли группы Ли CL(V, Q) является алгебра Клиффорда
cl×(V, Q), рассматриваемая как алгебра Ли с коммутатором (3.83).
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Доказательство. Прямая проверка.

Группа Ли CL(V, Q) не является векторным пространством. Она является от-
крытым подмногообразием в векторном пространстве cl(V, Q) с естественной диф-
ференцируемой структурой. Поэтому можно говорить о том, что некоторый элемент
группы принадлежит одному из подпространств определенной степени.

Для конечномерных векторных пространств V над полем R или C существует
естественное экспоненциальное отображение алгебры Ли cl× в группу Ли CL:

cl× 3 U 7→ expU :=
∞∑
k=0

Uk

k!
∈ CL.

Этот ряд равномерно сходится в любой ограниченной области значений компонент
элементов алгебры Клиффорда, так же, как и ряд от матрицы.

Определение. Группа Ли CL(V, Q) порождает естественное действие в своей ал-
гебре Ли cl×(V, Q) с помощью автоморфизмов

Ad : CL× cl× 3 a, U 7→ Ad (a)U := aUa−1 ∈ cl×, (3.84)

которое называется присоединенным представлением.

Если элемент группы a умножить на произвольный отличный от нуля элемент
поля t ∈ F×, то из определения вытекает равенство

Ad (ta)U = Ad (a)U.

Взятие “производной” от определения (3.84) приводит к гомоморфизму алгебры
Клиффорда в алгебру дифференцирований этой алгебры:

cl× × cl× 3 V, U 7→ ad VU := [V, U ] ∈ D(cl×).

Действительно, для элементов группы, близких к единичному, справедливо пред-
ставление a = e+ tV + o(t), где t ∈ F и V ∈ cl× – элемент алгебры. Поэтому

Ad
(
e+ tV + o(t)

)
U =

(
e+ tV + o(t)

)
U
(
e− tV + o(t)

)
= U + t[V, U ] + o(t).

Отсюда вытекает равенство

d

dt
Ad (e+ tV )U

∣∣
t=0

= ad VU,

где t ∈ F.

Предложение 3.6.2. Пусть A ∈ V – обратимый элемент алгебры Клиффорда.
Тогда для произвольного элемента первой степени B ∈ V справедливо равенство

Ad (A)B = −B + 2
Q(A,B)

Q(A)
A. (3.85)

Доказательство. Поскольку A−1 = A/Q(A), то справедливы следующие равенства:

Q(A)Ad (A)B = Q(A)ABA−1 = ABA =

= −AAB + 2Q(A,B)A = −Q(A)B + 2Q(A,B)A.
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Следствие. Подпространство элементов первой степени V ∈ cl× инвариантно отно-
сительно присоединенного действия своих элементов

Ad (A)V = V

для всех обратимых элементов A ∈ V.

Доказательство. Включение Ad (A)V ⊂ V очевидно. Для каждого обратимого эле-
мента A условие ABA−1 = C эквивалентно равенству B = A−1CA. Отсюда следует
сюрьективность отображения (3.85).

Предложение 3.6.3. Действие Ad (A) обратимого элемента A ∈ V на произволь-
ный вектор B ∈ V сохраняет его длину:

Q
(
Ad (A)B

)
= Q(B). (3.86)

Доказательство. Из равенства (3.85) вытекают следующие соотношения:

Q
(
Ad (A)B

)
= Q

(
−B + 2

Q(A,B)

Q(A)
A

)
=

= ηab
(
−Ba + 2

Q(A,B)

Q(A)
Aa

)(
−Bb + 2

Q(A,B)

Q(A)
Ab

)
=

= ηabBaBb − 4
Q2(A,B)

Q(A)
+ 4

Q2(A,B)

Q(A)
= Q(B).

Последнее утверждение указывает на возможность рассмотрения тех обратимых
элементов алгебры Клиффорда W ∈ CL, которые сохраняют векторное подпро-
странство: Ad (W )V = V. Ясно, что это множество элементов образует группу. Из
следствия предложения 3.6.2 вытекает, что данная группа содержит все обратимые
элементы из V.

Определение. Группой P(V, Q) называется подгруппа в CL(V, Q), которая свободно
порождена всеми обратимыми элементами первой степени:

P(V, Q) := {A1 . . . Ar ∈ CL(V, Q) : A1, . . . , Ar ∈ V}, (3.87)

где A1 . . . Ar – клиффордово произведение произвольного, но конечного числа r об-
ратимых векторов.

Группой PIN(V, Q) векторного пространства V с квадратичной формой Q называ-
ется подгруппа в P(V, Q), которая генерируется векторами A ∈ V единичной длины,
Q(A) = ±1:

PIN(V, Q) := {A1 . . . Ar ∈ CL(V, Q) : A1, . . . , Ar ∈ V, Q(Ak) = ±1}. (3.88)

Группой SPIN(V, Q) называется подгруппа в группе PIN(V, Q), состоящая из чет-
ных элементов:

SPIN(V, Q) := PIN(V, Q) ∩ CL+(V, Q). (3.89)

Поскольку каждый из сомножителей в A1 . . . Ar сохраняет длину вектора при при-
соединенном действии, то каждый элемент группы P(V, Q) сохраняет квадратичную
форму Q. Следовательно существует представление

P(V, Q)
Ad−→ O(V, Q)
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в группу вращений, сохраняющую квадратичную форму,

O(V, Q) := {S ∈ GL(V) : S∗Q = Q},

где S∗ – возврат отображения S : V→ V.
Если квадратичная форма Q невырождена, то отображение (3.85) представляет

собой отражение вектора B в гиперплоскости, перпендикулярной вектору A. Если
размерность векторного пространства n четна, то это отображение меняет ориента-
цию, а если нечетна, то сохраняет.

В дальнейшем мы хотим построить накрытия групп вращений O(p, q), которые
не являются связными, и переход между компонентами связности осуществляется, в
том числе, с помощью преобразования четности, меняющим ориентацию (см. раздел
??). Для того, чтобы достичь желаемого результата, введем новое отображение

Âd : CL× cl× 3 a, U 7→ Âd (a)U := aUâ−1 ∈ cl× (3.90)

для всех обратимых элементов a ∈ CL(V, Q), где шляпка обозначает инволюцию
градуировки.

Из предложения (3.5.1) следует, что введенный автоморфизм является представ-
лением группы CL:

Âd (ab) = Âd (a) ◦ Âd (b).

Кроме того, Âd (a) = Ad (a) для всех четных элементов a ∈ CL+.
Поскольку

Q(Â) = Q(A), AÂ = −Q(A)e и Q(Â, B) = −Q(A,B)

для всех A,B ∈ V, то из предложения 3.6.3 следует

Предложение 3.6.4. Пусть A ∈ V – обратимый элемент алгебры Клиффорда.
Тогда для произвольного элемента первой степени B ∈ V справедливо равенство

Âd (A)B = B − 2
Q(A,B)

Q(A)
A. (3.91)

Отсюда вытекает, что при отображении Âd (A) отражается только та компонента
вектора B, которая параллельна A, и поэтому ориентация векторного пространства
V меняется на противоположную в любом числе измерений.

Определение. Группой Липшица P̂(V, Q) называется множество обратимых эле-
ментов алгебры Клиффорда, которые сохраняют векторное подпространство при
автоморфизме Âd :

P̂(V, Q) := {a ∈ CL(V, Q) : Âd (a)(V) := aVâ−1 = V.}. (3.92)

Группу Липшица называют также группой Клиффорда.

Группа Липшица включает как разложимые элементы алгебры Клиффорда, вхо-
дящие в определение группы P(V, Q), так и неразложимые. Поскольку инволюция
градуировки для разложимых элементов может изменить только знак вектора по
сравнению с действием автоморфизма Ad , то P(V, Q) ⊆ P̂(V, Q). Можно доказать
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Предложение 3.6.5. Рассмотрим вещественное векторное пространство V с невы-
рожденной квадратичной формой Q сигнатуры (p, q). Тогда

P̂(p, q,R) = P(p, q,R).

Доказательство. См., например, [?].

Опишем важные свойства группы Липшица.

Предложение 3.6.6. Предположим, что квадратичная форма Q невырождена и
имеет сигнатуру (p, q). Тогда ядро гомоморфизма

P̂(p, q,F)
Âd−→ O(p, q,F)

представляет собой группу F× (множество ненулевых элементов поля F, рассмат-
риваемое, как группа по умножению).

Доказательство. Выберем ортонормированный базис ea в V. Пусть элемент a ∈ CL
лежит в ядре отображения Âd , то есть

aUâ−1 = U ⇔ aU = Uâ ∀U ∈ cl×.

Представим a = a+ + a−. Тогда для всех A ∈ V должны быть выполнены равенства

a+A = Aa+, a−A = −Aa−. (3.93)

Элементы a+ и a− являются полиномами по базисным векторам ea. Поэтому, исполь-
зуя определяющее соотношение (3.12), четную часть a+ можно представить в виде
a+ = b+ + e1b−, где элементы b+ и b− не зависят от e1. Положим в первом равенстве
(3.93) A = e1. Тогда выполнены соотношения

(b+ + e1b−)e1 = e1(b+ + e1b−) ⇔ −
(
e1
)2
b− =

(
e1
)2
b−.

Откуда следует, что b− = 0. Поэтому элемент a+ не зависит от e1. Повторяя эту
процедуру, мы видим, что элемент a+ не зависит от всех ea. Следовательно, он имеет
вид et, где t ∈ F.

Применим аналогичное рассуждение к элементу a−. Представим его в виде a− =
c−+ e1c+, где элементы c− и c+ не зависят от e1. Подстановка этого представления в
равенство (3.93) при A = e1 приводит к соотношениям:

(c− + e1c+)e1 = −e1(c− + e1c+) ⇔
(
e1
)2
c+ = −

(
e1
)2
c+.

Отсюда следует, что c+ = 0. Поэтому элемент a− не зависит от e1. Затем по индукции
получаем, что a− не зависит также от e2, . . . , en. Следовательно, a− = 0.

Таким образом a = a+ + a− = et. Поскольку a 6= 0, то a ∈ F×.

Замечание. Инволюция градуировки в определении автоморфизма (3.90) суще-
ственна, т.к. именно она привела к появлению знака минус во втором равенстве (3.93),
который является решающим.

Предположение о невырожденности квадратичной формы Q также является су-
щественным. Для этого приведем
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Пример 3.6.4. Рассмотрим внешнюю алгебру cl(V, 0) = Λ(V). Для двух базисных
векторов e1, e2 ∈ V элемент внешней алгебры e+ e1e2 ∈ CL(V, 0) обратим. Его обрат-
ный имеет вид

(
e+ e1e2

)−1
= e− e1e2. С другой стороны, для любого вектора A ∈ V

выполнено равенство

(e+ e1e2)A
( ̂e+ e1e2

)−1
= (e+ e1e2)A(e− e1e2) = A.

Поэтому ядро гомоморфизма Âd включает много элементов, отличных от скаляров.

Замечание. В случае поля вещественных чисел группа вращений O(p, q,R) = O(p, q)
– это обычная группа (псевдо-)вращений, которая была определена в разделе ??. Ес-
ли алгебра Клиффорда рассматривается над полем комплексных чисел, то под груп-
пой O(p, q,C) понимается не унитарная группа U(p, q), которая также была опреде-
лена в разделе ??, а группа комплексных матриц S ∈ mat(n,C), удовлетворяющих
условию SηSt = η.

Каждый элемент группы обратимых элементов a ∈ CL определяет отображение
(3.90). Определим норму отображения следующим равенством

N(a) := aˆ̃a. (3.94)

Легко проверить, что ˆ̃a = ˜̂a и

N(A) = −Q(A), ∀A ∈ V. (3.95)

Важность понятия нормы отображения дает следующее

Предложение 3.6.7. Пусть квадратичная форма Q невырождена. Тогда сужение
нормы (3.94) на элементы группы Липшица P̂(p, q,F) является гомоморфизмом

N : P̂(p, q,F) 3 a 7→ N(a) := aˆ̃a ∈ F× (3.96)

в мультипликативную группу основного поля F×.

Доказательство. Сначала докажем включение N
(
P̂(p, q,F)

)
⊂ F×, т.е. что норма

любого элемента из группы P̂ является отличным от нуля числом. По-определению,
aAâ−1 ∈ V. Поскольку операция реверса не меняет векторов, то взятие реверса от
выражения aAâ−1 приводит к соотношениям

ãAâ−1 = ˜̂a−1Aã = aAâ−1.

Умножим это равенство слева на ˜̂a и справа – на ã−1:

˜̂aaAâ−1ã−1 = ˜̂aaA
(̂
ˆ̃aa
)−1

= Âd
(
˜̂aa
)
A = A.

Тогда из предложения 3.6.6 следует, что элемент ˆ̃aa лежит в ядре отображения Âd ,
т.е. в F×. Поэтому ˆ̃aa = aˆ̃a ∈ F×. Инволюция градуировки приводит к включению
ãâ = N(ã) ∈ F×. Поскольку реверс сохраняет группу P̂(p, q,F), то отсюда вытекает,
что N(a) ∈ F× для всех a ∈ P̂(p, q,F).

Для произвольных элементов a, b ∈ P̂(V, Q) справедливо равенствоN(ab) = ab
̂̃
ab =

abˆ̃bˆ̃a = N(a)N(b). Поэтому отображение N является гомоморфизмом.
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Следствие. Отображение Âd (a) : V→ V для всех a ∈ P̂(p, q,F) сохраняет квадра-
тичную форму Q. Поэтому существует гомоморфизм

Âd : P̂(p, q,F)→ O(p, q,F). (3.97)

Доказательство. Справедливы равенства:

N(â) = âã = N̂(a) = N(a).

Множество обратимых векторов мы обозначили через CL1. Очевидно, что CL1 ⊂
P̂(p, q,F). Тогда для каждого A ∈ CL1 справедливы равенства:

N
(
Âd (a)A

)
= N(aAˆ̃a−1) = N(a)N(A)N−1(â) = N(A).

Поскольку N(A) = −AA = −Q(A), то отображение Âd (a) сохраняет длину всех век-
торов из CL1. Применение обратного отображения Âd (a−1) показывает, что Âd (a)CL1 =

CL1, и отображение Âd (a) оставляет инвариантным подпространство векторов ну-
левой длины. Следовательно, существует гомоморфизм (3.97).

Вернемся к группе P(V, Q). Поскольку каждый элемент этой группы является
конечным произведением элементов A1, . . . , Ak из CL1, то действие Âd : P(p, q,F)→
O(p, q,F) на векторы из V сводится к последовательности преобразований

Âd (A1 . . . Ak) = ρA1 . . . ρAk ,

где каждое преобразование
ρA := Âd (A)

имеет вид (3.91) и представляет собой отражение вдоль вектора A. Таким образом,
образ группы P(p, q,F) при гомоморфизме (3.97) совпадает со всей группой вращений
согласно следующему классическому утверждению.

Теорема 3.6.1 (Картан–Дьюдоне́). Пусть Q – невырожденная симметричная
квадратичная форма сигнатуры (p, q) на конечномерном векторном пространстве
V. Тогда каждое (псевдо-)вращение из группы S ∈ O(p, q,F) может быть записано
в виде конечного произведения отражений:

S = ρA1 . . . ρAk , (3.98)

где k ≤ dimV.

Доказательство. См., например, [?].

Таким образом, из теоремы Картана–Дьюдоне следует, что гомоморфизм

Âd : P(p, q,F)→ O(p, q,F)

сюрьективен.
Теперь рассмотрим группу

Peven(p, q,F) := P(p, q,F) ∩ cl+(p, q,F), (3.99)

состоящую только из четных элементов.
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Предложение 3.6.8. Гомоморфизм

Âd : Peven(p, q,F)→ SO(p, q,F)

сюрьективен.

Доказательство. Сначала докажем, что det ρA = −1. Для этого выберем ортого-
нальный базис ea такой, что первый вектор e1 = A и Q(A, ei) = 0 для i ≥ 2. Тогда из
формулы (3.91) следуют равенства:

ρAe
1 = −e1, ρAe

i = ei, i ≥ 2.

Поэтому det ρA = −1. Поскольку матрица вращений имеет вид (3.98), и число эле-
ментов A четно, то detS = 1. Сюрьективность гомоморфизма следует из теоремы
Картана–Дьюдоне.

Теперь рассмотрим группы PIN и SPIN. Любой элемент группы PIN представ-
ляет собой конечное произведение векторов (3.87) единичной длины, Q(A) = ±1.
Согласно теореме Картана–Дьюдоне каждый элемент S группы вращений O(p, q,F)
представляет конечное произведение матриц ρA (3.98). Из формулы (3.91) следует
равенство

ρtA = ρA, ∀t ∈ F×.

Поэтому каждый вектор в произведении (3.98) можно отнормировать. Так какQ(tA) =
t2Q(A), то для нормировки на единицу уравнение t2Q(A) = ±1 должно быть разре-
шимо. Это всегда так для вещественных R и комплексных C чисел. Отсюда следует
сюрьективность отображений:

Âd : PIN(p, q,F)→ O(p, q,F),

Âd : SPIN(p, q,F)→ SO(p, q,F).

Теперь сформулируем и докажем основной результат данного раздела в веще-
ственном случае.

Теорема 3.6.2. Пусть V – конечномерное векторное пространство над полем веще-
ственных чисел R с невырожденной квадратичной формой сигнатуры (p, q). Тогда
существуют короткие точные последовательности:

1→ Z2 → PIN(p, q,R)→ O(p, q,R)→ 1, (3.100)
1→ Z2 → SPIN(p, q,R)→ SO(p, q,R)→ 1, (3.101)

где Z2 = {1,−1} – группа по умножению. Если (p, q) 6= (1, 1), то эти двулист-
ные накрытия нетривиальны (т.е. накрывающее пространство связно) для каждой
компоненты связности группы вращений O(p, q,R). В частном случае, накрытие

1→ Z2 → SPIN(n, 0,R)→ SO(n, 0,R)→ 1, (3.102)

является универсальным для всех n ≥ 3.

Доказательство. Предположим, что элемент a = A1 · · ·Ak ∈ PIN(p, q,R) лежит в
ядре отображения Âd . Тогда согласно предложению 3.6.6 этот элемент является
отличным от нуля вещественным числом, a ∈ R×. Поэтому

a2 = N(a) = N(A1) . . . N(Ak) = ±1,
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поскольку ρA = ρtA для всех t ∈ R×, и векторы Ai, i = 1, . . . , k, могут быть нормиро-
ваны на единицу, Q(Ai) = ±1. Сюрьективность отображения Âd следует из теоремы
Картана–Дьюдоне.

Для доказательства нетривиальности накрытий достаточно доказать, что эле-
менты e и −e можно соединить кривой, целиком лежащей в SPIN(p, q). Выберем
ортонормированные базисные векторы e1 и e2 такие, что выполнены условия

(
e1
)2

=(
e2
)2

= ±1. Это всегда возможно, если (p, q) 6= (1, 1). Тогда кривая

a(t) := ∓ cos (2t) + e1e2 sin (2t) = (e1 cos t+ e2 sin t)(−e1 cos t+ e2 sin t)

лежит в SPIN(p, q) и соединяет точки a(0) = ∓e и a(π/2) = ±e.

В комплексном случае накрытия состоят из четырех листов. При этом ядром
гомоморфизма является группа по умножению Z4 := {±1,±i} (см., например, [?]).

Из теоремы 3.6.2 следует, что группы PIN(p, q) := PIN(p, q,R) и SPIN(p, q) :=
SPIN(p, q,R) два раза накрывают группы вращений:

PIN(p, q)

Z2

' O(p, q),
SPIN(p, q)

Z2

' SO(p, q). (3.103)

Известно, что группы вращений SO(n) := SO(n, 0), n ≥ 1, являются связными,
а группы SO(p, q) при p, q ≥ 1 состоят из двух компонент связности (см., например,
[?]). Известны также фундаментальные группы групп вращений:

π
(
SO(n)

)
' Z2, n ≥ 3,

π
(
SO0(p, q)

)
' π

(
SO(p)

)
× π

(
SO(q)

)
, p, q ≥ 1,

где SO0(p, q) обозначает связную компоненту единицы. Следовательно,

π
(
SO0(1, q)

)
' π

(
SO0(p, 1)

)
' Z2,

π
(
SO0(p, q)

)
' Z2 × Z2, ∀p, q ≥ 3.

Поэтому сужение отображения Âd на связную компоненту единицы SPIN0(1, q) груп-
пы Лоренца SPIN(1, q) дает универсальное накрытие

1→ Z2 → SPIN0(p, 1)
Âd−→ SO0(p, 1)→ 0. (3.104)

Замечание. В разделе ?? связная компонента группы Лоренца называлась специ-
альной ортохронной и обозначалась SO↑(1, q), где стрелка подразумевала ориентацию
действия группы во времени x0. В общем случае групп вращений SO0(p, q), p ≥ 2,
понятие времени не определено, и поэтому в обозначениях мы заменили стрелку на
нуль.

Таким образом, вещественные группы PIN(p, q), SPIN(p, q) и SPIN0(p, q) дважды
накрывают, соответственно, группы вращений O(p, q), SO(p, q) и SO0(p, q). Для вра-
щений евклидова пространства, q = 0, группы SPIN(n) и SPIN0(n) совпадают.

В начале раздела мы показали, что группе Ли обратимых элементов CL(V, Q)
соответствует алгебра Ли, которая как множество совпадает со всей алгеброй Клиф-
форда cl×(V, Q). Построенные выше накрывающие групп вращений являются под-
группами в CL(V, Q), и возникает вопрос: какое подмножество элементов в cl×(V, Q)

образует алгебру Ли группы Липшица P̂(V, Q) и ее подгрупп.
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Прежде всего заметим, что группы Ли вращений SO0(p, q), SO(p, q) и O(p, q) име-
ют одинаковую размерность и отличаются только количеством компонент связно-
сти. Поэтому они имеют одинаковые локальные группы Ли (окрестности единицы)
и, следовательно, одинаковые алгебры Ли (см. раздел ??). Это же относится и к
соответствующим накрывающим группам SPIN0(p, q), SPIN(p, q) и PIN(p, q). Кроме
того, поскольку накрытия являются конечнолистными, то размерность накрываю-
щих групп и групп вращений совпадают, и совпадают также их алгебры Ли.

Предложение 3.6.9. Алгебра Ли групп Ли SPIN0(p, q), SPIN(p, q) и PIN(p, q) со-
стоит из всех элементов алгебры Клиффорда второй степени cl×2 (p, q).

Доказательство. Перестановки образующих показывают справедливость равенства

[eaeb, eced] = 2ηacedeb − 2ηadeceb + 2ηbceaed − 2ηbdeaec. (3.105)

Отсюда следует замкнутость элементов алгебры Клиффорда второй степени отно-
сительно коммутатора. То есть они образуют подалгебру Ли cl×2 ⊂ cl×. Теперь рас-
смотрим элементы

Lab :=
1

4
(eaeb − ebea) =

1

2
γab. (3.106)

Тогда антисимметризация равенства (3.105) по индексам a, b и c, d приводит к ком-
мутатору

[Lab, Lcd] = −ηacLbd + ηadLbc + ηbcLad − ηbdLac. (3.107)

Сравнение полученного равенства с коммутатором (??) доказывает изоморфизм ал-
гебр Ли cl2(p, q) ' o(p, q).
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