
ГЛАВА III. ОСНОВЫ ТЕОРИИ МОРСА

В. А. Шарафутдинов

В этой главе, если не оговорено противное, многообразие означает многообразие
без края.

Марстон Морс первый обратил внимание на важные связи между топологией мно-
гообразия и критическими точками гладкой функции, определенной на этом много-
образии.

1. Пример функции Морса

В этом параграфе мы на простом примере обнаружим некоторые связи между
критическими точками гладкой действительной функции, определенной на многооб-
разии, и топологией этого многообразия. В остальных параграфах этой главы будет
показано, что эти связи имеют место и в общем случае.

Рис. 1

Напомним, что точка p ∈ M является критической точкой функции f : M → R
тогда и только тогда, когда все ее частные производные первого порядка обращаются
в нуль в точке p.

Возьмем в качестве M двумерный тор S1 × S1, вложенный в R3 как показано на
Рис. 1 (колесо автомобиля, стоящего на горизонтальной плоскости z = 0) и рас-
смотрим функцию f : M → R, определенную равенством f(x, y, z) = z (функция
высоты). Легко понять, что p ∈ M является критической точкой этой функции то-
гда и только тогда, когда касательная плоскость TpM ⊂ R3 горизонтальна, т.е. па-
раллельна плоскости z = 0. Следовательно, у функции f есть ровно 4 критические
точки, обозначенные на Рис. 1 через pi (0 ≤ i ≤ 3). Подберем размеры тора так, что
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f(pi) = i (0 ≤ i ≤ 3). Таким образом, {0, 1, 2, 3} — множество критических значений
функции f .

Введем обозначение Ma = {p ∈ M | f(p) ≤ a}. Если a не является критическим
значением функции f , тоMa есть двумерное многообразие с краем, см. Предложение
9.2 Главы 2. Посмотрим как меняется топология этого многообразия при возрастании
параметра a.

(1) Если a < 0, то Ma пусто.
(2) Если 0 < a < 1, то Ma гомеоморфно двумерному диску D2.
(3) Если 1 < a < 2, то Ma гомеоморфно цилиндру S1 × [0, 1], Рис. 2.

Рис. 2

(4) Если 2 < a < 3, то Ma гомеоморфно тору с выброшенным двумерным шаром,
Рис. 3.

Рис. 3

(5) Если a > 3, то Ma есть весь тор.
Первый важный вывод, который можно сделать из этих наблюдений: многообра-

зия Ma и M b гомеоморфны, если отрезок [a, b] не содержит критических значений
функции f .

Чтобы понять изменение Ma, когда a перескакивает через критическое значение
функции f , удобнее рассматривать Ma с точностью до гомотопической эквивалент-
ности, используя терминологию клеточных комплексов, см. §8 Главы 1.
(1) → (2) есть операция приклеивания нульмерной клетки поскольку диск D2 го-

мотопически эквивалентен нульмерной клетке, Рис. 4.

Рис. 4

(2)→ (3) есть операция приклеивания одномерной клетки, Рис. 5.

Рис. 5
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Рис. 6

(3)→ (4) есть снова операция приклеивания одномерной клетки, Рис. 6.
(4)→ (5) есть операция приклеивания двумерной клетки.
Итак, с точностью до гомотопической эквивалентности,M b получается изMa при-

клеиванием одной клетки, если множество f−1[a, b] содержит одну критическую точ-
ку p функции f . Какова размерность приклеиваемой клетки? Чтобы найти предпо-
ложительный ответ на этот вопрос, снова обратимся к Рис. 1.
(1) → (2) Точка p0 является точкой минимума функции f . Выберем координаты
(y1, y2) в некоторой окрестности U ′0 ⊂ M точки p0 так, чтобы p0 = (0, 0). Поскольку
f(p0) = 0 и первые частные производные функции f обращаются в нуль в точке p0,
то в окрестности точки p0 функция f представима в виде

f(y1, y2) = a11y
2
1 + 2a12y1y2 + a22y

2
2 + o(y

2
1 + y

2
2), aij =

1

2

∂2f

∂yi∂yj
(0, 0). (1.1)

Участвующая в (1.1) квадратичная форма
∑2
i,j=1 aijyiyj положительно определена

поскольку f(y1, y2) квадратично растет, когда точка (y1, y2) выходит из (0, 0) в любом
направлении; это ясно из Рис. 1. Используя положительную определенность этой
квадратичной формы, можно доказать, что путем изменения координат формулу
(1.1) можно упростить до следующей:

f(x1, x2) = x
2
1 + x

2
2, (1.2)

где (x1, x2) — новые координаты, определенные в некоторой окрестности U0 ⊂M точ-
ки p0. Возможность выбора таких координат утверждает лемма Морса, приводимая
в следующем параграфе.
(2)→ (3) В окрестности точки p1 поведение функции f характеризуется наличием

двух направлений, в одном из которых f квадратично растет, а в другом — убывает
(в двумерном случае такие критические точки называются седловыми точками или
точками перевала). Отсюда вытекает существование координат (x1, x2), определен-
ных в некоторой окрестности U1 ⊂M точки p1, таких, что p1 = (0, 0) и

f(x1, x2) = 1− x21 + x22. (1.3)

(3)→ (4) В окрестности точки p2 ситуация та же, что и в предыдущем абзаце, и в
подходяще выбранных локальных координатах

f(x1, x2) = 2− x21 + x22. (1.4)

(4) → (5) Точка p3 является точкой максимума функции f и в некоторой окрест-
ности этой точки можно выбрать координаты так, что

f(x1, x2) = 3− x21 − x22. (1.5)

Формулы (1.2)–(1.5) можно записать единообразно в виде

f(x1, x2) = f(pi)± x21 ± x22.
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Различие между четырьмя рассмотренными случаями состоит лишь в количестве
знаков “−” в правой части этой формулы. Это число называется индексом крити-
ческой точки. В следующем параграфе мы приведем более аккуратное определение
индекса критической точки. Резюмируя, мы заключаем: M b получается из Ma при-
клеиванием одной клетки размерности λ, если множество f−1[a, b] содержит одну
критическую точку индекса λ функции f .

Упражнение
Проведите аналогичный анализ эволюции многообразия Ma = {p ∈ M | f(p) ≤

a} в случае, когда M является ориентированной поверхностью рода 2 (кренделем),
вложенным в R3 как показано на Рис. 7, а функция f :M → R определяется той же
формулой f(x, y, z) = z.

Рис. 7

2. Невырожденные критические точки гладкой функции

Сначала напомним некоторые понятия и факты из теории квадратичных форм.
Пусть V — конечномерное действительное векторное пространство. Билинейной

симметричной формой на V называется функция B : V ×V → R, удовлетворяющая
B(x, y) = B(y, x) и B(αx + βy, z) = αB(x, z) + βB(y, z) для x, y, z ∈ V и α, β ∈ R.
Функция Q : V → R, Q(x) = B(x, x) называется квадратичной формой, соответству-
ющей форме B. Билинейная симметричная форма однозначно определяется своей
квадратичной формой, поэтому их часто отождествляют.

Для билинейной симметричной формы B на V множество N = {x ∈ V | B(x, y) =
0 для всех y ∈ V } является подпространством векторного пространства V . Это под-
пространство называется нулевым пространством формы B, а его размерность на-
зывается степенью вырождения формы B. В частности, форма B невырождена,
если N = 0.

Говорим, что билинейная симметричная форма B (или соответствующая квадра-
тичная форма Q) отрицательно определена на векторном подпространстве W ⊂ V ,
если Q(x) < 0 для всех 0 6= x ∈ W . Максимальная из размерностей подпространств,
на которых форма отрицательно определена, называется индексом квадратичной
формы (или билинейной симметричной формы).

Теперь посмотрим, как квадратичные формы выглядят в координатах. Пусть B —
симметричная билинейная форма на V . Выберем базис (e1, . . . , en) в V и обозначим
bij = bji = B(ei, ej). Используя билинейность, получаем для x =

∑n
i=1 xiei, y =∑n

i=1 yiei

B(x, y) =
n∑

i,j=1

bijxiyj, Q(x) =
n∑

i,j=1

bijxixj.

Симметричная матрица (bij)ni,j=1 называется матрицей квадратичной формы Q отно-
сительно данного базиса. Ранг r этой матрицы не зависит от выбора базиса и связан
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со степенью вырождения d формы B равенством r = n−d. Основным фактом теории
квадратичных форм является теорема о возможности приведения формы к канони-
ческому виду: для любой квадратичной формы Q на векторном пространстве V су-
ществует базис в V , относительно которого матрица формы Q имеет диагональный
вид, причем каждый диагональный элемент равен ±1 или 0, т.е.

Q(x) = −x21 − · · · − x2λ + x2λ+1 + · · ·+ x2r.
Такой базис не единствен. Но пара чисел (λ, r − λ), называемая сигнатурой квад-
ратичной формы, не зависит от способа приведения формы к каноническому виду.
Последний факт известен под названием “закон инерции” для квадратичных форм.
Можно доказать, что λ совпадает с индексом квадратичной формы. Ниже мы дока-
жем этот факт для невырожденных форм.

Возвращаемся к изучению критических точек гладких функций на многообразиях.
Напомним, что p ∈ M является критической точкой гладкой функции f : M →
R, если dpf = 0, т.е. если Xf = 0 для любого вектора X ∈ TpM . В координатах
это выражается равенствами ∂f

∂xi
(p) = 0 (1 ≤ i ≤ n), где (x1, . . . , xn) -локальные

координаты, определенные в некоторой окрестности точки p.

Определение 2.1. Критическая точка p ∈ M функции f : M → R называется
невырожденной критической точкой, если матрица вторых частных производных

( ∂2f
∂xi∂xj

(p)
)n
i,j=1

(2.1)

невырождена. Здесь (x1, . . . , xn) — локальные координаты, определенные в некото-
рой окрестности точки p.

Это определение нуждается в проверке корректности: надо установить, что невы-
рожденность матрицы вторых производных не зависит от выбора координат. Мы до-
кажем это косвенно, инвариантно определив некоторую билинейную симметричную
форму на TpM и убедившись, что матрица этой формы относительно координатного
базиса совпадает с (2.1).

Итак, пусть p ∈M — критическая точка функции f :M → R. Определим билиней-
ную симметричную форму Hpf : TpM × TpM → R, называемую гессианом функции
f в точке p. Для векторов X, Y ∈ TpM выберем векторные поля X̃, Ỹ ∈ V(M), удо-
влетворяющие X̃p = X, Ỹp = Y , и положим

(Hpf)(X, Y ) = X̃p(Ỹ (f)).

Мы должны доказать симметричность формыHpf , а также корректность этого опре-
деления, т.е. независимость (Hpf)(X, Y ) от выбора векторных полей X̃ и Ỹ . Симмет-
ричность вытекает из того, что

X̃p(Ỹ (f))− Ỹp(X̃(f)) = [X̃, Ỹ ]p(f) = 0,

где [X̃, Ỹ ] — скобка Ли векторных полей X̃ и Ỹ . Равенство [X̃, Ỹ ]p(f) = 0 выполняет-
ся поскольку p — критическая точка функции f . Теперь корректность определения
очевидна, так как левая часть равенства

X̃p(Ỹ (f)) = Ỹp(X̃(f))

не зависит от выбора продолжения X̃ вектора X, в то время как правая часть не
зависит от выбора продолжения Ỹ вектора Y .
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Пусть (U ;x1, . . . , xn) — локальные координаты, определенные в окрестности точки
p, и X =

∑
iXi∂i|p, Y =

∑
j Yj∂j|p. Мы можем продолжить Y до векторного поля Ỹ

на U , положив Ỹ =
∑
j Yj∂j с постоянными коэффициентами Yj. Тогда

(Hpf)(X, Y ) = X(Ỹ (f)) = X
(∑

j

Yj
∂f

∂xj

)
=
∑

i,j

XiYj
∂2f

∂xi∂xj
(p).

Следовательно, матрица (2.1) является матрицей гессиана Hpf относительно базиса
∂i|p.

Индекс критической точки p функции f определяется как индекс гессиана Hpf .

Отметим связь введенных понятий с некоторыми понятиями Анализа. Хорошо известно, что первый дифферен-
циал

df =

n∑

i=1

∂f

∂xi
(p) dxi

функции f(x1, . . . , xn) инвариантен относительно замены независимых переменных, т.е. не меняет своего вида при
замене xi = xi(y1, . . . , yn) (1 ≤ i ≤ n). Именно эта инвариантность позволяет ввести дифференциал функции, опре-
деленной на многообразии. Но второй дифференциал

d2f =
n∑

i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
(p) dxi dxj

в общем случае не обладает подобной инвариантностью. Однако, имеется важный частный случай: если p — критиче-

ская точка функции f , то второй дифференциал функции f в точке p инвариантен относительно замены независимых

переменных. Благодаря этому, мы можем ввести понятие гессиана в критической точке.

Следующая важная теорема показывает, что поведение функции в окрестности
невырожденной критической точки зависит лишь от индекса этой точки.

Теорема 2.2. (Лемма Морса) Пусть p ∈M — невырожденная критическая точка
гладкой функции f : M → R. Существует такая локальная система координат
(U ;x1, . . . , xn), определенная в окрестности p, что p = (0, . . . , 0) и в U справедливо
представление

f(x1, . . . , xn) = f(p)− x21 − · · · − x2λ + x2λ+1 + · · ·+ x2n, (2.2)

где λ — индекс точки p.

Доказательство. Покажем сначала, что если подобное представление для f суще-
ствует, то λ есть обязательно индекс критической точки p. Из (2.2) находим

∂2f

∂xi∂xj
(p) =






−2, если i = j ≤ λ,
2, если i = j > λ,
0 в остальных случаях.

Следовательно, матрица гессиана Hpf относительно базиса (∂1|p, . . . , ∂n|p) имеет вид




−2
·
·
−2

2
·
·
2





.



ГЛАВА III. ТЕОРИЯ МОРСА 7

Обозначим через V векторное подпространство в TpM , натянутое на векторы
(∂1|p, . . . , ∂λ|p), а через W — подпространство, натянутое на (∂λ+1|p, . . . , ∂n|p). Гесси-
ан Hpf отрицательно определен на λ-мерном подпространстве V и, следовательно,
индекс критической точки p не меньше, чем λ. Если бы TpM имело подпространство
размерности, большей чем λ, на котором гессиан отрицательно определен, то это
подпространство имело бы ненулевое пересечение с W , на котором гессиан положи-
тельно определен. Полученное противоречие доказывает, что индекс точки p есть в
точности λ, поскольку квадратичная форма не может быть одновременно положи-
тельно определена и отрицательно определена на ненулевом подпространстве.

Теперь доказываем существование локальных координат, в которых справедливо
представление (2.2). Без ограничения общности можно считать, что f(p) = 0. Пусть
сначала (U ;x1, . . . , xn) — произвольная система координат, определенная в окрест-
ности p, такая, что p = (0, . . . , 0). Применяя Лемму 4.4 из Главы 2, представим f в
виде

f(x1, . . . , xn) =
n∑

j=1

xjgj(x1, . . . , xn), (2.3)

где gj — гладкие в U функции, удовлетворяющие gj(0) = ∂f
∂xj
(0) = 0; последнее ра-

венство справедливо поскольку p = 0 есть критическая точка функции f . Применяя
ту же Лемму 4.4 из Главы 2, представляем каждую из функций gj в виде

gj(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

xihij(x1, . . . , xn), (2.4)

где hij — гладкие функции в U , удовлетворяющие hij(0) =
∂gj
∂xi
(0) = ∂2f

∂xi∂xj
(0). Под-

ставляя (2.4) в (2.3), имеем

f(x1, . . . , xn) =
n∑

i,j=1

xixjhij(x1, . . . , xn). (2.5)

Без ограничения общности можно считать, что hij = hji. Действительно, в противном
случае мы можем определить новые коэффициенты h̃ij = 1

2
(hij + hji), удовлетворя-

ющие h̃ij = h̃ji и f =
∑
i,j xixjh̃ij.

Матрица (hij(0)) совпадает с
(
1
2
∂2f
∂xi∂xj

(0)
)

и потому невырождена.
Дальнейшие наши рассуждения имеют много общего с известной процедурой при-

ведения квадратичной формы к каноническому виду, состоящей в многократном при-
менении известного из школьного курса алгебры приема, называемого выделением
полного квадрата.

Индукцией по r доказываем, что в некоторой окрестности точки p существует
такая система координат (Ur; y1, . . . , yn), что в этих координатах p = (0, . . . , 0) и

f(y1, . . . , yn) = ±y21 ± · · · ± y2r−1 +
n∑

i,j=r

yiyjHij(y1, . . . , yn) (2.6)

с симметричной матрицей (Hij(y1, . . . , yn)). При r = 0 это совпадает с (2.5), а при
r = n+ 1 дает утверждение теоремы.

Предположив справедливость (2.6) для некоторого r, сделаем индуктивный шаг.
Матрица (Hij(0))ni,j=r невырождена поскольку p = 0 — невырожденная критиче-
ская точка. Путем линейного преобразования последних n − r переменных можно
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добиться, чтобы Hrr(0) 6= 0 (Если хотя бы один диагональный элемент матрицы
(Hij(0))

n
i,j=r отличен от нуля, то мы просто перенумеруем переменные. Если же все

диагональные элементы этой матрицы равны нулю, но, например, Hr,r+1(0) 6= 0, то
мы делаем замену ỹr = yr + yr+1, ỹr+1 = yr − yr+1.) Уменьшив область Ur, доби-
ваемся того, чтобы функция Hrr была отлична от нуля во всей области Ur. Тогда
g(y1, . . . , yn) =

√
|Hrr(y1, . . . , yn)| является гладкой функцией в Ur и Hrr = ±g2.

Преобразуем сумму из правой части равенства (2.6), выделяя из нее зависящие от
yr слагаемые (для краткости аргументы не указаны явно, но подразумевается, что
все коэффициенты зависят от (y1, . . . , yn))

n∑

i,j=r

Hijyiyj = Hrry
2
r + 2yr

n∑

i=r+1

Hriyi +
n∑

i,j=r+1

Hijyiyj

= ±
(
g2y2r + 2gyr

n∑

i=r+1

Hri

±g
yi

)
+

n∑

i,j=r+1

Hijyiyj.

Выделяем полный квадрат
n∑

i,j=r

Hijyiyj = ±
[
g2y2r+2gyr

n∑

i=r+1

Hri

±g
yi+
( n∑

i=r+1

Hri

±g
yi

)2]
−
( n∑

i=r+1

Hri

±g
yi

)2
+

n∑

i,j=r+1

Hijyiyj.

Объединив две последние суммы, записываем результат в виде
n∑

i,j=r

Hijyiyj = ±
(
gyr +

n∑

i=r+1

Hri

±g
yi

)2
+

n∑

i,j=r+1

H ′ijyiyj,

где H ′ij = H ′ij(y1, . . . , yn) — некоторые новые коэффициенты. Подставляем это выра-
жение в (2.6)

f(y1, . . . , yn) = ±y21 ± · · · ± y2r−1 ±
(
gyr +

n∑

i=r+1

Hri

±g
yi

)2
+

n∑

i,j=r+1

H ′ijyiyj. (2.7)

Теперь вводим новые координаты (x1, . . . , xn), полагая xi = yi при i 6= r и

xr = yrg(y1, . . . , yn) +
n∑

i=r+1

yi
Hri(y1, . . . , yn)

±g(y1, . . . , yn)
.

Якобиан этой замены в точке p равен g(0) 6= 0 и, следовательно, по теореме об об-
ратной функции, переменные (x1, . . . , xn) могут служить координатами в некоторой
окрестности Ur+1 точки p. В новых координатах (2.7) выглядит так:

f(x1, . . . , xn) = ±x21 ± · · · ± x2r +
n∑

i,j=r+1

xixjH
′
ij(x1, . . . , xn).

Тем самым шаг индукции завершен. �

Следствие 2.3. Невырожденные критические точки гладкой функции изолирова-
ны.

В заключение параграфа заметим, что поведение функции вблизи вырожденной
критической точки может быть весьма разнообразным и никакого утверждения, по-
добного Тереме 2.2, не существует для вырожденных критических точек. Приве-
дем лишь один одномерный пример. Функция f : R → R, определенная равенством
f(x) = e−1/x

2
sin(1/x), гладкая. Нуль является вырожденной критической точкой
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этой функции. В любой окрестности нуля есть бесконечно много других критиче-
ских точек этой функции.

3. Строение многообразия вдали от критических точек

Для функции f : M → R и для a ∈ R мы используем обозначение Ma = {x ∈ M |
f(x) ≤ a}. Если a есть регулярное значение функции f , то Ma есть многообразие с
краем f−1(a), см. Предложение 9.2 Главы 2.

Теорема 3.1. Пусть f : M → R — гладкая действительная функция на гладком
многообразии. Пусть числа a < b таковы, что множество f−1[a, b] компактно и не
содержит критических точек функции f . Тогда

(1) Ma диффеоморфно M b, а f−1[a, b] диффеоморфно произведению f−1(a)× [0, 1];
(2)Ma есть деформационный ретракт множестваM b, так что включениеMa ⊂
M b есть гомотопическая эквивалентность.

Доказательство. Идея доказательства состоит в ретрагировании M b на Ma вдоль
градиентных линий функции f , см. Рис 8.

Рис. 8

Выберем на M риманову метрику. Заметим, что градиент ∇f функции f обра-
щается в нуль в точности в критических точках f ; как видно из формулы ∇f =∑n
i,j=1 g

ij ∂f
∂xi
∂j, доказанной в последнем параграфе Главы 2. Согласно определению

градиента, для параметризованной кривой γ : R → M с касательным вектором
γ̇ = dγ

dt
справедливо

〈dγ
dt
,∇f〉 = dγ

dt
f =

d(f(γ(t))

dt
,

где 〈·, ·〉 — скалярное произведение во введенной римановой метрике.
Выберем такую гладкую функцию ρ : M → R, что (а) ρ = 1/〈∇f,∇f〉 на множе-

стве f−1[a, b] и (б) ρ = 0 вне некоторой компактной окрестности множества f−1[a, b].
Теперь определим векторное поле X на M , положив

X = ρ∇f.
Это — гладкое векторное поле с компактным носителем. Согласно Предложению 5.2
Главы 2, X порождает глобальную однопараметрическую группу преобразований
ϕtX :M →M . Для каждой точки p ∈M кривая t 7→ ϕtX(p) есть интегральная кривая
поля X, т.е.

d(ϕtX(p))

dt
= X(ϕtX(p)).
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Зафиксируем точку p ∈M и рассмотрим функцию
t 7→ f(ϕtX(p)).

Если точка ϕtX(p) принадлежит f−1[a, b], то
d(f(ϕtX(p)))

dt
=
〈dϕtX(p)
dt

,∇f
〉
= 〈X,∇f〉 =

〈 ∇f
〈∇f,∇f〉

,∇f
〉
= +1.

Итак, функция t 7→ f(ϕtX(p)) линейна с производной +1 пока f(ϕtX(p)) лежит между
a и b.

Рассмотрим диффеоморфизм ϕb−aX : M → M . Он отображает Ma диффеоморфно
наM b, как с очевидностью следует из утверждения предыдущего абзаца. Кроме того,
отображение (p, t) 7→ ϕtX(p) есть диффеоморфизм произведения f−1(a)× [0, b− a] на
f−1[a, b]. Тем самым первое утверждение Теоремы доказано.

Чтобы доказать второе утверждение, определим rt :M b →M b, полагая

rt(p) =

{
p, если f(p) ≤ a,
ϕ
t(a−f(p))
X (p), если a ≤ f(p) ≤ b.

Очевидно, что r0 есть тождественное отображение, а r1 является ретракцией M b на
Ma. �

Замечание. Условие компактности множества f−1[a, b] нельзя отбросить. Дей-
ствительно, выбросим из M одну точку, принадлежащую f−1(a, b). Остальные усло-
вия теоремы не нарушатся, а все утверждения теоремы перестанут быть верными.

4. Строение многообразия вблизи невырожденной критической точки

Этот параграф — центральный в настоящей главе.

Теорема 4.1. Пусть f : M → R — гладкая действительная функция на гладком
многообразии, p ∈ M — невырожденная критическая точка индекса λ функции f ,
a = f(p). Предположим, что для некоторого ε > 0 множество f−1[a − ε, a + ε]
компактно и не содержит других, отличных от p, критических точек функции f .
Тогда для любого достаточно малого ε > 0 множество Ma+ε имеет гомотопиче-
ский тип множества Ma−ε с приклееной клеткой размерности λ, т.е.

Ma+ε ∼Ma−ε ∪ϕ cλ, где ϕ : ċλ →Ma−ε.

Рис. 9

Прежде чем начать доказательство, поясним его схему. Мы введем новую функцию
F : M → R, совпадающую с f всюду кроме малой окрестности точки p, где F < f .
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Тогда область F−1[−∞, a − ε] будет состоять из Ma−ε и из маленькой области H,
лежащей в окрестности точки p; см. Рис. 9, где H заштрихована горизонтально.
Выбрав клетку cλ ⊂ H, мы убедимся, что Ma−ε ∪ cλ есть деформационный ретракт
множества Ma−ε ∪H.

Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что a = f(p) = 0. Со-
гласно лемме Морса, существует такая локальная система координат (U ;x1, . . . , xn)
на M , что p = (0, . . . , 0) ∈ U и в U

f = −x21 − · · · − x2λ + x2λ+1 + · · ·+ x2n. (4.1)

Выберем ε > 0 настолько малым, что (1) область f−1[−ε, ε] компактна и не сдержит
других, отличных от p, критических точек функции f и (2) образ U при координат-
ном отображении U → Rn содержит диск {(x1, . . . , xn) |

∑n
i=1 x

2
i ≤ 2ε}. Определим

клетку cλ так:

cλ = {(x1, . . . , xn) | x21 + · · ·+ x2λ ≤ ε, xλ+1 = · · · = xn = 0}.

Рассматриваемая ситуация схематически изображена на Рис. 10, где множествоM−ε
закрашено, а клетка cλ изображена жирным отрезком. Отметим, что cλ ∩M−ε = ċλ,
т.е. клетка правильно приклеена к M−ε.

Рис. 10

Введем вспомогательную гладкую функцию µ : R→ R, удовлетворяющую услови-
ям (см. Рис. 11): 





µ(0) > ε,
µ(r) = 0 при r ≥ 2ε,
−1 < µ′(r) ≤ 0 при всех r.
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Удобно также ввести две функции ξ, η : U → R, положив

ξ = x21 + · · ·+ x2λ, η = x2λ+1 + · · ·+ x2n.
Тогда (4.1) переписывается так:

f = −ξ + η.

Рис. 11

Определяем новую функцию F :M → R формулой

F =

{
f вне U,
f − µ(ξ + 2η) в U.

Легко видеть, что F — корректно определенная гладкая функция.

Утверждение 1. Множество F−1(−∞, ε] совпадает с M ε = f−1(−∞, ε].

Доказательство. Вне эллипсоида ξ + 2η ≤ 2ε функции f и F совпадают. Внутри
эллипсоида

F ≤ f = −ξ + η ≤ 1
2
ξ + η ≤ ε.

�

Утверждение 2. Критические точки функции F совпадают с критическими точ-
ками функции f .

Доказательство. Дифференцируя равенство F = −ξ + η − µ(ξ + 2η), получаем
∂F

∂ξ
= −1− µ′(ξ + 2η) < 0,

∂F

∂η
= 1− 2µ′(ξ + 2η) ≥ 1.

Используя цепное правило, имеем

dF =
∂F

∂ξ
dξ +

∂F

∂η
dη = 2

∂F

∂ξ





x1
·
·
xλ
0
·
·
0





+ 2
∂F

∂η





0
·
·
0
xλ+1
·
·
xn





где мы представили дифференциалы dξ и dη их матрицами Якоби. Как мы только что
убедились, производные ∂F

∂ξ
и ∂F
∂η

отличны от нуля во всех точках области U . Поэтому
правая часть последней формулы обращается в нуль только в начале координат. �
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Утверждение 3. Область F−1(−∞,−ε] есть деформационный ретракт множе-
ства M ε.

Доказательство. Рассмотрим область F−1[−ε, ε]. Из Утверждения 1 и неравенства
F ≤ f следует, что

F−1[−ε, ε] ⊂ f−1[−ε, ε].
Следовательно, область F−1[−ε, ε] компактна. Она не содержит критических точек
функции F , отличных от p. Но

F (p) = −µ(0) < −ε.
Следовательно, область F−1[−ε, ε] вовсе не содержит критических точек функции F .
Применяя к функции F Теорему 3.1, убеждаемся, что F−1(−∞,−ε] есть деформа-
ционный ретракт множества F−1(−∞,+ε] =M ε. �

Удобно представить F−1(−∞,−ε] в виде

F−1(−∞,−ε] =M−ε ∪H,
где H = F−1(−∞,−ε] \M−ε, см. Рис. 12. Заметим, что клетка cλ = {x | ξ(x) ≤
ε, η(x) = 0} содержится в H. Действительно, так как ∂F

∂ξ
< 0, то при x ∈ cλ

F (x) ≤ F (0) < −ε, но f(x) ≥ −ε.

Рис. 12

Утверждение 4. Множество M−ε ∪ cλ есть деформационный ретракт области
M−ε ∪H = F−1(−∞,−ε].
Доказательство. Деформационная ретракция

rt :M
−ε ∪H →M−ε ∪H

изображена на Рис. 13 вертикальными стрелками. В соответствии с рисунком будем
различать три случая.

Случай 1. В области ξ ≤ ε определим
rt(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xλ, txλ+1, . . . , txn).

Очевидно, что r1 = I (тождественное отображение), а r0 отображает область на cλ.
То, что каждое rt отображает область F−1(−∞,−ε] на себя, следует из неравенства
∂F
∂η
> 0.
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Рис. 13

Случай 2. В области ε ≤ ξ ≤ η + ε полагаем

rt(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xλ, stxλ+1, . . . , stxn),

где

st = t+ (1− t)

√
ξ − ε
η
.

Опять r1 = I, а r0 отображает область в гиперповерхность f−1(−ε). Заметим, что
функции stxi остаются непрерывными при ξ → ε, η → 0. При ξ = ε это определение
совпадает со случаем 1.

Случай 3. В области η + ε ≤ ξ (т.е. в M−ε) полагаем rt = I. Это согласуется с
предыдущим случаем при ξ = η + ε. �

Итак, мы доказали, что
(а) M−ε ∪ cλ есть деформационный ретракт множества M−ε ∪ H = F−1(−∞,−ε]

(Утверждение 4).
(б) F−1(−∞,−ε] есть деформационный ретракт множества M ε (Утверждение 3).
Комбинируя эти два утверждения, получаем: M−ε ∪ cλ есть деформационный ре-

тракт множества M ε. Теорема 4.1 доказана. �

Замечание. Предположим, что f−1(a) содержит несколько невырожденных кри-
тических точек функции f и выполнены остальные условия Теоремы 4.1. Компакт-
ное множество f−1(a) содержит лишь конечное число критических точек посколь-
ку невырожденные критические точки изолированы согласно Следствию 2.3. Пусть
p1, . . . , pk — все критические точки, принадлежащие f−1(a), и λ1, . . . , λk — их ин-
дексы. Тогда для достаточно малого ε > 0 множество Ma+ε имеет гомотопический
тип Ma−ε ∪ cλ1 ∪ · · · ∪ cλk . Доказательство не меняется, поскольку все конструкции
в доказательстве Теоремы 4.1 производились в малой окрестности невырожденной
критической точки.

Упражнение
Докажите, что в условиях Теоремы 4.1 множество Ma есть деформационный ре-

тракт множества Ma+ε для достаточно малого ε > 0.
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5. Теорема Морса

Функцией Морса на гладком многообразии M называется гладкая функция f :
M → R, все критические точки которой невырождены.

Теорема 5.1. (Теорема Морса для компактных многообразий) Если f : M → R —
функция Морса на компактном гладком многообразии, то M имеет гомотопиче-
ский тип конечного клеточного комплекса, в котором каждой критической точке
индекса λ функции f соответствует одна клетка размерности λ.

Доказательство. В силу Следствия 2.3 f имеет конечное число критических то-
чек. Предположив для простоты, что значения функции f в различных критиче-
ских точках различны, упорядочим критические точки p1, . . . , pk функции f так, что
ai−1 = f(pi−1) < f(pi) = ai (2 ≤ i ≤ k). В частности, p1 — точка минимума, а pk —
точка максимума f . Множество Ma пусто при a < a1 и Ma =M при a > ak.

Выберем малое ε > 0 и будем доказывать индукцией по i, что
(*) Mai+ε имеет гомотопический тип конечного клеточного комплекса Ki, имею-
щего по одной клетке размерности λj для всех 1 ≤ j ≤ i.

При i = k это дает утверждение Теоремы. Если мы положим a0 = a1 − 1, то
утверждение (*) справедливо при i = 0 посколькуMa0+ε = ∅. Предположив справед-
ливость утверждения (*) для некоторого i, докажем его для i+ 1.

В области f−1[ai+ε, ai+1−ε] нет критических точек функции f . Применяя Теорему
3.1, получаем гомотопическую эквивалентность

Mai+1−ε ∼Mai+ε ∼ Ki. (5.1)

Согласно Теореме 4.1,

Mai+1+ε ∼Mai+1−ε ∪ϕ cλi+1 , где ϕ : ċλi+1 →Mai+1−ε. (5.2)

Из (5.1) и (5.2) с помощью Теорем 9.1 и 9.2 Главы 1 следует, что Mai+1+ε имеет го-
мотопический тип клеточного комплекса Ki+1, у которого число клеток размерности
λi+1 на единицу больше, чем у Ki, а числа клеток других размерностей такие же,
как у Ki. Это завершает шаг индукции.

Тем самым Теорема доказана в предположении, что значения функции f в раз-
личных критических точках различны. В общем случае доказательство остается по-
чти без изменений с учетом замечания, приведенного в конце предыдущего парагра-
фа. �

В случае некомпактного многообразия мы должны дополнительно потребовать
компактностьMa при всех a поскольку подобное условие присутствует как в Теореме
3.1 так и в Теореме 4.1.

Теорема 5.2. (Теорема Морса) Пусть f : M → R — функция Морса на гладком
многообразии с конечным числом критических точек. Предположим, что множе-
ство Ma = f−1(−∞, a] компактно для любого a ∈ R. Тогда M имеет гомотопиче-
ский тип конечного клеточного комплекса, в котором каждой критической точке
индекса λ функции f соответствует одна клетка размерности λ.

Доказательство. Выберем a ∈ R большее, чем значение функции f в любой крити-
ческой точке. Повторяя рассуждения из доказательства Теоремы 5.1 с использовани-
ем компактности множеств f−1[ai + ε, ai+1 − ε] и f−1[ai − ε, ai + ε], убедимся, что Ma
имеет гомотопический тип конечного клеточного комплекса K, в котором каждой
критической точке индекса λ функции f соответствует одна клетка размерности λ.
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Множество f−1[a,∞) не содержит критических точек функции f . Согласно Тео-
реме 3.1, многообразие M b диффеоморфно Ma для любого b > a, a компактное
множество f−1[b, c] диффеоморфно цилиндру f−1(a) × [b, c] для любых a ≤ b < c.
Представим f−1[a,∞) в виде объединения

f−1[a,∞) =
∞⋃

i=0

f−1[a+ i, a+ i+ 1].

Поскольку каждое f−1[a+i, a+i+1] диффеоморфно цилиндру f−1(a)×[a+i, a+i+1],
то и f−1[a,∞) диффеоморфно цилиндру f−1(a)× [a,∞).

Многообразие M получается из объединения множества Ma с цилиндром f−1(a)×
[a,∞) путем отождествления точек p ∈ f−1(a) и (p, a). Очевидно, такое приклеивание
цилиндра не меняет гомотопического типа множества Ma, т.е. M ∼ Ma. Вместе с
гомотопической эквивалентностью Ma ∼ K это дает утверждение теоремы. �

В Теореме 5.2 условие конечности числа критических точек наложено лишь по-
тому, что мы еще не определили понятие бесконечного клеточного комплекса. Если
правильно определить это понятие, то условие конечности числа критических точек
может быть отброшено. Мы еще вернемся к этому вопросу в Главе 6, где бесконечные
клеточные комплексы появятся необходимым образом.

В заключение параграфа обсудим вопрос о существовании функции Морса. Спра-
ведлива следующая
Теорема 5.3. На любом гладком многообразии существует функция Морса.

Из Теорем 5.1 и 5.3 вытекает важное утверждение: любое компактное многообразие
имеет гомотопический тип конечного клеточного комплекса.

Я не привожу здесь доказательства Теоремы 5.3, ограничившись лишь обсужде-
нием схемы одного из возможных доказательств, которое полностью приведено в §6
Главы 1 книги [1].

В силу теоремы Уитни (Теорема 8.3 Главы 2), достаточно рассмотреть случай, ко-
гда M есть подмногообразие в RN , причем значение N не играет роли. Фиксируем
точку p ∈ RN \M и определим функцию fp :M → R равенством fp(q) = ‖q−p‖. Как
легко видеть, q ∈M является критической точкой функции fp тогда и только тогда,
когда касательное пространство TqM ⊂ RN ортогонально вектору p− q. Гораздо де-
ликатнее следующий вопрос: в каком случае такая q ∈ M является невырожденной
критической точкой функции fp? Ответ звучит следующим образом: q ∈M есть вы-
рожденная критическая точка функции fp тогда и только тогда, p есть фокальная
точка для (M, q). Строгое определение фокальной точки можно дать в терминах
второй квадратичной формы подмногообразия M ⊂ RN , которая вполне аналогична
изучаемой в дифференциальной геометрии второй квадратичной форме поверхно-
сти. Менее строгое представление о фокальных точках можно получить, вспомнив
известное в оптике понятие фокуса сферического зеркала или линзы. Далее оказыва-
ется, что множество фокальных точек подмногообразия RN совпадает с множеством
критических значений некоторого гладкого отображения F : NM → RN , где NM —
нормальное расслоение подмногообразия M ⊂ RN . Применяя теорему Сарда, убеж-
даемся, что fp является функцией Морса для почти всех p ∈ RN \M .

Теорема 5.3 может быть усилена. На самом деле вырожденные критические точки
являются скорее исключением, чем правилом. В определенном смысле “почти все”
гладкие функции являются функциями Морса. Один из возможных вариантов тако-
го усиления звучит так:
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Теорема 5.4. Для любой непрерывной функции g :M → R на гладком многообразии
и для любого ε > 0 существует функция Морса f :M → R, удовлетворяющая

|f(x)− g(x)| < ε для всех x ∈M.

Доказательство этой теоремы требует привлечения иных подходов, чем упомяну-
тое выше доказательство Теоремы 5.3. Я ограничусь здесь лишь следующим элемен-
тарным примером. Точка x = 0 есть критическая точка функции g : R → R, g(x) =
x3. Для малого ε > 0 функция f(x) = x3 − εx близка к g на любом сегменте [−a, a]
и имеет две невырожденные критические точки x1,2 = ±

√
ε/3 близкие к нулю. Это

наблюдение можно резюмировать так: посредством малого изменения функции вы-
рожденную критическую точку можно превратить в пару близких невырожденных
критических точек. Теорема 5.4 утверждает, что и в общем случае ситуация анало-
гична рассмотренному примеру.

6. Неравенства Морса

Напомним (см. §8 Главы 1), что топологическое пространство X называется по-
лиэдром, если его можно реализовать в виде конечного клеточного комплекса K.
Пусть n размерность этого комплекса, которая определяется как максимальная из
размерностей входящих в него клеток, и mi (0 ≤ i ≤ n) — число клеток размерности
i в комплексе K. Эйлерова характеристика полиэдра

χ(X) =
n∑

i=0

(−1)imi

не зависит от выбора комплекса K, реализующего данный полиэдр. Из Теоремы 5.1
немедленно следует

Теорема 6.1. (Равенство Морса) Пусть f : M → R — функция Морса на гладком
компактном n-мерном многообразии. Обозначим через rλ(f) (0 ≤ λ ≤ n) число
критических точек индекса λ функции f . Тогда

χ(M) =
n∑

λ=0

(−1)λrλ(f). (6.1)

На самом деле Морс получил серию неравенств, связывающих числа rλ(f) с так
называемыми числами Бетти многообразияM . Равенство (6.1) является весьма част-
ным следствием неравенств Морса. К сожалению, чтобы определить числа Бетти,
необходимы некоторые понятия алгебраической топологии (определение групп гомо-
логий и их простейшие свойства), выходящие за пределы нашего курса. Для озна-
комления с этими понятиями можно использовать любой учебник алгебраической
топологии, например [П. Хилтон, С. Уайли. Теория гомологий. М. Мир, 1966]. Я
здесь ограничусь лишь следующими пояснениями.

Для любого топологического пространства X и для любого целого k ≥ 0 можно
инвариантным образом определить абелеву группу Hk(X;Z), называемую k-мерной
группой гомологий пространства X с целочисленными коэффициентами. Если X —
n-мерный полиэдр (т.е. его можно реализовать в качестве конечного клеточного ком-
плекса, размерности клеток которого не превосходят n), то Hk(X;Z) есть конечно
порожденная абелева группа для любого k и Hk(X;Z) = 0 при k > n.

Любая конечно порожденная абелева группа G представима в виде G = Zr ⊕ G̃,
где G̃ — конечная группа, Z — бесконечная циклическая группа (изоморфная группе
целых чисел) и Zr = Z⊕ · · · ⊕ Z (r слагаемых в правой части). Такое представление
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не единственно, но целое число r ≥ 0, называемое рангом группы G, определяется
однозначно.

Число Бетти βk(X) (0 ≤ k ≤ n) n-мерного полиэдра X определяется как ранг
группы Hk(X;Z), а его эйлерова характеристика определяется равенством

χ(X) =
n∑

k=0

(−1)kβk(X).

Используя основные свойства групп гомологий, нетрудно показать, что это опреде-
ление дает тот же результат, что и приведенное в §8 Главы 1 определение в терми-
нах количеств клеток разных размерностей клеточного комплекса, реализующего X.
Собственно, в этом и состоит доказательство топологической инвариантности эйле-
ровой характеристики, о которой мы упомянули в §8 Главы 1.

Необходимо также упомянуть о следующей альтернативной возможности опреде-
ления чисел Бетти компактного гладкого многообразия M , см. §2 Главы 3 книги
[С. Стернберг. Лекции по дифференциальной геометрии. М., Мир, 1970]. На про-
странстве внешних дифференциальных форм многообразия M определен диффе-
ренциальный оператор внешнего дифференцирования d, с помощью которого строят-
ся конечномерные действительные векторные пространства Hk(M ;R), называемые
когомологиями де Рама многообразия M . Число Бетти βk(M) определяется как раз-
мерность пространстваHk(M ;R). Эквивалентность этого определения приведенному
выше доказывается с помощью теоремы Стокса.

Теорема 6.2. (Неравенства Морса) Пусть f :M → R — функция Морса на гладком
компактном n-мерном многообразии. Обозначим через rλ(f) (0 ≤ λ ≤ n) число
критических точек индекса λ функции f . Тогда

(1) (Слабые неравенства Морса) βλ(M) ≤ rλ(f) для всех 0 ≤ λ ≤ n.
(2) (Сильные неравенства Морса) Для каждого 0 ≤ λ ≤ n справедливо неравенство

βλ(M)− βλ−1(M) + βλ+2(M)− · · · ± β0(M) ≤ rλ(f)− rλ−1(f) + rλ+2(f)− · · · ± r0(f).
(1) (Равенство Морса)

χ(M) =
n∑

λ=0

(−1)λrλ(f).

Доказательство этой теоремы не приводим, поскольку оно требует некоторых средств
алгебраической топологии. Отметим лишь, что утверждения (1) и (3) этой теоремы
вытекают из утверждения (2). Действительно, написав сильные неравенства Морса
для λ = k и для λ = k−1 и сложив эти два неравенства, мы получим слабое неравен-
ство Морса для λ = k. Равенство Морса 6.1 формально вытекает из двух сильных
неравенств Морса, написанных для λ = n и λ = n+ 1.

Упражнение
Какое минимальное число критических точек может иметь функция Морса на

двумерном торе? Тот же вопрос для ориентируемой поверхности рода 2.

7. Два примера

В качестве первого примера мы докажем следующее утверждение.

Теорема 7.1. (Теорема Риба) Если на компактном n-мерном многообразииM суще-
ствует функция Морса с двумя критическими точками, то M гомеоморфно сфере
Sn.
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Доказательство. Критические точки — это точки минимума и максимума f . Пусть,
например, f(p) = 0 — минимум, а f(q) = 1 — максимум. Согласно лемме Морса (Тео-
рема 2.2), для достаточно малого ε > 0 каждое из множеств f−1[0, ε] и f−1[1 − ε, 1]
диффеоморфно n-мерному диску; обозначим эти множества Dn1 и Dn2 соответственно.
Множество f−1[ε, 1 − ε] не содержит критических точек и, по Теореме 3.1, диффео-
морфно произведению Sn−1 × [0, 1]. Таким образом,

M = Dn1 ∪ (Sn−1 × [0, 1]) ∪ Dn2 ,
причем нижнее основание цилиндра Sn−1× [0, 1] совпадает с граничной сферой диска
Dn1 , а верхнее основание цилиндра совпадает с граничной сферой диска Dn2 (см. Рис.
14). Теперь очевидно, что M гомеоморфно сфере Sn. �

Рис. 14

Замечание. В условиях Теоремы 7.1, вообще говоря, неверно, что M диффео-
морфно сфере (Sn,Dcan) со стандартной гладкой структурой. Как отмечалось в §2
Главы 2, на сфере Sn при n ≥ 7 существуют другие гладкие структуры. Извест-
но, что на каждой из этих экзотических сфер существует функция Морса с двумя
критическими точками.

В качестве второго примера построим функцию Морса на комплексном проектив-
ном пространстве CP n. Напомним (см. Пример 5 из §2 Главы 2), что CP n опреде-
ляется как результат факторизации множества {(z0 : z1 : · · · : zn) 6= 0 | zj ∈ C}
по отношению эквивалентности: (z0 : · · · : zn) ∼ (λz0 : · · · : λzn) для 0 6= λ ∈ C. В
частности, взяв λ−1 =

∑n
j=0 |zj|2, мы можем конкретизировать это представление до

следующего:

CP n = {(z0 : · · · : zn) |
n∑

j=0

|zj|2 = 1}/{(z0 : · · · : zn) ∼ (λz0 : · · · : λzn) для λ ∈ C, |λ| = 1}.

В этом представлении |zj|2 (0 ≤ j ≤ n) являются корректно определенными гладкими
функциями на CP n.

Определим гладкую функцию f : CP n → R, положив

f(z0 : z1 : · · · : zn) =
n∑

j=0

cj|zj|2,

где постоянные cj выбраны так, что c0 < c1 < · · · < cn. Мы покажем, что f есть
функция Морса и найдем ее критические точки.
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Определим на открытом множестве U0 = {(z0 : · · · : zn) |
n∑
j=0

|zj|2 = 1, z0 6= 0} ⊂

CP n функции xj, yj (1 ≤ j ≤ n) равенством

|z0|
zj

z0
= xj + iyj.

Очевидно, что отображение (x1, y1, . . . , xn, yn) диффеоморфно отображает U0 на еди-
ничный шар пространства R2n, т.е. (U0;x1, y1, . . . , xn, yn) — локальная система коор-
динат на CP n. В этих координатах

|zj|2 = x2j + y2j (1 ≤ j ≤ n), |z0|2 = 1−
n∑

j=1

(x2j + y
2
j ).

Так что в U0

f = c0

(
1−

n∑

j=1

(x2j + y
2
j )
)
+

n∑

j=1

cj(x
2
j + y

2
j ) = c0 +

n∑

j=1

(cj − c0)(x2j + y2j ).

Мы видим, что f имеет в U0 единственную критическую точку p0 = (1 : 0 : · · · : 0),
которая невырождена и индекс которой равен нулю поскольку cj − c0 > 0.

Точно так же для каждого 1 ≤ k ≤ n в области

Uk = {(z0 : · · · : zn) |
n∑

j=0

|zj|2 = 1, zk 6= 0} ⊂ CP n

вводятся координаты (x0, y0, . . . , xk−1, yk−1, xk+1, yk+1, . . . , xn, yn) так, что в Uk

f = ck +
n∑

j=0

j 6=k

(cj − ck)(x2j + y2j ).

Следовательно, f имеет в Uk единственную критическую точку pk = (0 : · · · : 0 : 1 :
0 : · · · : 0) (единица на k-м месте), которая невырождена и индекс которой равен 2k.

Области {Uk}nk=0 покрывают CP n. Следовательно, функция f имеет (n + 1) кри-
тическую точку

p0 = (1 : 0 : · · · : 0), p1 = (0 : 1 : 0 : · · · : 0), . . . , pn = (0 : · · · : 0 : 1).

Каждая из этих точек невырождена и индекс критической точки pk равен 2k. Приме-
няя Теорему 5.1, получаем, что CP n имеет гомотопический тип клеточного комплекса

c0 ∪ c2 ∪ c4 ∪ · · · ∪ c2n.

Поскольку этот комплекс не содержит клеток нечетной размерности, отсюда легко
получить, что

Hk(CP n;Z) =
{
Z при k = 0, 2, 4, . . . , 2n;
0 при остальных k.

Следовательно,

βk(CP n) =
{
1 при k = 0, 2, 4, . . . , 2n;
0 при остальных k.

и χ(CP n) = 2(n+ 1).
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8. Несколько слов о дальнейшем развитии теории Морса

Напомним (см. §7 Главы 1), что топологическое пространство X называется односвязным, если [S1, X] состоит из
одного элемента, т.е. любая замкнутая кривая в X стягиваема в точку.

Зададимся вопросом: Пусть M — гладкое компактное n-мерное многообразие и (r0, r1, . . . , rn) — последователь-
ность целых неотрицательных чисел; существует ли на M функция Морса, у которой число критических точек
индекса λ равно rλ для всех 0 ≤ λ ≤ n?

Неравенства Морса (Теорема 6.2) являются необходимыми условиями для положительного ответа на поставлен-
ный вопрос. Достаточны ли неравенства Морса? Этот вопрос долгое время оставался неясным. Наконец, в начале
60-х годов прошлого века Смейл доказал следующее утверждение.

Теорема 8.1. Пусть M — гладкое компактное односвязное многообразие размерности n ≥ 5 и (r0, r1, . . . , rn) —
последовательность целых неотрицательных чисел. Если эти числа удовлетворяют неравенствам Морса, то на
M существует функция Морса, у которой число критических точек индекса λ равно rλ для всех 0 ≤ λ ≤ n.

Для знакомства с этой теоремой и близкими к ней результатами я рекомендую книгу [Дж. Милнор. Теорема об
h-кобордизме. М. “Мир”, 1969], написанную столь же ясно и кратко, как и предыдущая книга [1] того же автора.
Правда, для чтения этой книги необходимо знание основных свойств групп гомологий.

Мы обсудим здесь лишь одно из многочисленных следствий Теоремы 8.1: гипотезу Пуанкаре.
Группы гомологий сферы таковы:

Hk(Sn;Z) =
{
Z при k = 0 и k = n,

0 при остальных k.

Это означает, что с точки зрения алгебраической топологии сфера Sn является простейшим из компактных n-мерных
многообразий. В 1904 году Пуанкаре сформулировал следующий вопрос.

Проблема 8.2. (Гипотеза Пуанкаре) Пусть M — гладкое компактное односвязное многообразие размерности n,
имеющее такие же гомологии, что и сфера, т.е.

Hk(M ;Z) =
{
Z при k = 0 и k = n,
0 при остальных k.

(8.1)

Верно ли, что M гомеоморфно Sn?

Для n = 2 ответ положителен, как легко следует из классификации компактных двумерных многообразий (см. §12
Главы 2); это было известно Пуанкаре. Для остальных n вопрос долгое время оставался открытым. В размерностях
n ≥ 5 гипотеза Пуанкаре вытекает из теоремы Смейла (Теорема 8.1). Действительно, если (8.1) справедливо, то после-
довательность (r0, r1, . . . , rn) = (1, 0, . . . , 0, 1) удовлетворяет неравенствам Морса. Поэтому наM существует функция
Морса с двумя критическими точками. Применяя теорему Риба (Теорема 7.1), получаем, что M гомеоморфно Sn.

Таким образом, после Смейла, в гипотезе Пуанкаре оставались открытыми случаи n = 3 и n = 4. Вкратце
расскажем и об этих случаях, хотя они не связаны непосредственно с теорией Морса.

Как мы упоминали в конце §2 Главы 2, прорыв в четырехмерной топологии произошел в 80-е годы прошлого
века, в значительной степени под влиянием некоторых идей, пришедших из физики. В частности, была доказана
четырехмерная гипотеза Пуанкаре.

Итак, оставался открытым лишь самый трудный трехмерный случай в гипотезе Пуанкаре. Интересно отметить,
что в этом случае гипотеза допускает эквивалентную формулировку, в которой гомологии явно не упоминаются.

Проблема 8.3. (Трехмерная гипотеза Пуанкаре) Верно ли, что любое компактное, связное, односвязное, ориен-
тируемое трехмерное многообразие гомеоморфно S3?

Не вдаваясь в обсуждение долгой истории этого вопроса, в которую многие математики внесли существенный
вклад, скажем лишь, что окончательный (положительный) ответ был получен Перельманом в 2004 году. Таким
образом, история гипотезы Пуанкаре продолжалась ровно сто лет. Необходимо также сказать, что фактически Пе-
рельман доказал так называемую “геометризационную гипотезу Тëрстона”, значительно обобщающую трехмерную
гипотезу Пуанкаре. Интересующихся отсылаю к книге [У. Тëрстон. Трехмерная геометрия и топология. МЦНМО,
2001].
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