
ГЛАВА II. ГЛАДКИЕ МНОГООБРАЗИЯ

В. А. Шарафутдинов

Как отмечалось в начале первой главы, на топологическом пространстве возмож-
но рассмотрение непрерывных функций и других понятий, связанных с непрерывно-
стью. В Анализе, наряду с непрерывностью, изучаются производные, дифференциа-
лы и другие понятия, связанные с дифференцируемостью. Гладкое многообразие —
естественный объект, на котором можно определить подобные понятия.

1. Определение гладкого многообразия

Сначала введем вспомогательное понятие топологического многообразия (Преду-
преждение: не путать его с понятием гладкого многообразия). Топологическое про-
странство M называется топологическим многообразием размерности n, если

(1) M локально гомеоморфно пространству Rn, т.е. у каждой точки пространства
M имеется окрестность, гомеоморфная некоторому открытому множеству в Rn;

(2) M хаусдорфово;
(3) M удовлетворяет второй аксиоме счетности, т.е. имеет счетную базу топологии.
Дифференцируемая структура на топологическом многообразии вводится путем

цепочки определений, вводимых в нескольких следующих абзацах.
Пусть M — топологическое многообразие размерности n. Картой на M называется

пара (U,ϕ), где U — открытое множество в M и ϕ : U → V ⊂ Rn — гомеоморфизм
на некоторое открытое множество из Rn.

Пусть 0 ≤ r ≤ ∞ — целое число. Две карты (U1, ϕ1) и (U2, ϕ2) на топологическом
многообразии M называются Cr-согласованными, если

ϕ2 ◦ ϕ−11 : ϕ1(U1 ∩ U2)→ ϕ2(U1 ∩ U2) (1.1)

— отображение класса Cr, т.е. все частные производные порядка ≤ r этого отобра-
жения существуют и непрерывны. Отметим, что ϕi(U1 ∩ U2) (i = 1, 2) — открытые
множества в Rn (см. Рисунок 1), так что определено понятие частных производных
для отображения между этими множествами. При r = ∞ требуется существование
и непрерывность всех частных производных.

Семейство карт A = {(Uα, ϕα)}α∈A на топологическом многообразии M называется
Cr-атласом, если M =

⋃
α∈A Uα и любые две карты этого семейства Cr-согласованы.

Два Cr-атласа A и A′ на M называются эквивалентными, если A
⋃
A′ — тоже

Cr-атлас. Как легко видеть, это эквивалентно требованию: любая карта из A Cr-
согласована с любой картой из A′.

Теперь, наконец, мы можем привести основное

Определение 1.1. Дифференцируемой структурой D класса Cr на топологиче-
ском многообразии M называется класс эквивалентности Cr-атласов. Топологиче-
ское многообразие вместе с зафиксированной на нем дифференцируемой структурой
класса Cr называется дифференцируемым многообразием класса Cr (или короче Cr-
многообразием). Дифференцируемое многообразие обозначается (M,D) или просто
M , если из контекста ясно, о какой дифференцируемой структуре идет речь.
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Рис. 1. Согласованные карты.

Класс эквивалентности атласов однозначно определяется указанием одного пред-
ставителя этого класса. Поэтому для определения дифференцируемой структуры
класса Cr на топологическом многообразии M достаточно указать один Cr-атлас на
M . Так чаще всего и поступают. Примеры будут приведены в следующем параграфе.

Мы будем использовать термин “гладкий” как синоним термина “бесконечно диф-
ференцируемый”. Таким образом, гладкое многообразие означает дифференцируе-
мое многообразие класса C∞. В дальнейшем почти всегда мы будем рассматривать
гладкие многообразия. Этот выбор объясняется нежеланием усложнять изложение
несущественными деталями. Практически каждое из приводимых далее утвержде-
ний справедливо для дифференцируемых многообразий класса Cr с некоторым ко-
нечным r. Чтобы найти минимальное значение r, для которого справедливо данное
утверждение, надо определить максимальный порядок производных, используемых
при его доказательстве; чаще всего это делается очень просто. Не желая загромож-
дать текст подобными мелочами, мы ограничимся случаем, когда все производные
существуют и непрерывны.

В дальнейшем, говоря о карте на гладком многообразии (M,D), мы всегда будем
иметь ввиду карту (U,ϕ), согласованную с гладкой структурой D, т.е. принадлежа-
щую одному из атласов, образующих класс эквивалентности D.

Отметим здесь две важные модификации приведенного определения. Если мы потребуем, чтобы отображение

(1.1) было действительно аналитическим, оставив остальные определения без изменений, то придем к понятию дей-

ствительно аналитического многообразия. (Напомню, что гладкая действительная функция f , определенная на

открытом множестве U ⊂ Rn называется действительно аналитической, если каждая точка x0 ∈ U обладает такой

окрестностью V ⊂ U , что ряд Тейлора функции f в точке x0 сходится в V и его сумма совпадает с f .) Если же

мы в приведенном определении заменим Rn комплексным пространством Cn и потребуем, чтобы отображение (1.1)

было голоморфным (= комплексно аналитическим), то придем к определению комплексно аналитического мно-

гообразия комплексной размерности n. Действительная размерность такого многообразия равна 2n. В настоящем

курсе мы не будем заниматься теорией аналитических многообразий, которая сильно отличается от теории гладких

многообразий.

Пусть M,N -два гладких многообразия и f :M → N — непрерывное отображение.
В каком случае следует считать f гладким в окрестности точки p ∈ M? Выберем
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такие карты (U,ϕ) и (V, ψ) на многообразиях M и N соответственно, что p ∈ U и
f(p) ∈ V . Пусть Ũ ⊂ U — меньшая открытая окрестность точки p, для которой
f(Ũ) ⊂ V . Тогда определено отображение между открытыми множествами евклидо-
вых пространств

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(Ũ)→ ψ(f(Ũ)).

Если это отображение гладкое, то говорим, что f гладко в окрестности Ũ точки p.
Очевидно, это свойство не зависит от выбора карт в силу гладкой согласованности
любых двух карт данной гладкой структуры. Говорим, что f — гладкое отображение,
если оно гладко в окрестности любой точки p ∈M .

Композиция гладких отображений снова является гладким отображением: если
M

f→ N
g→ L — два гладких отображения, то g ◦ f :M → L — гладкое отображение.

Это утверждение доказывается в Анализе в случае, когда M,N,L открытые мно-
жества евклидовых пространств. Отсюда немедленно следует справедливость утвер-
ждения для многообразий.

Гладкое биективное отображение f : M → N называется диффеоморфизмом, если
f−1 тоже гладкое. Говорим, что два многообразия диффеоморфны, если существует
диффеоморфизм одного на другое. Конечно, размерности диффеоморфных много-
образий совпадают.

2. Примеры гладких многообразий

Пример 1. Самым простым и важным примером является Rn, гладкая структура
на котором задается атласом {(Rn, I)}, состоящем из одной карты. Здесь I — тожде-
ственное отображение. Эта гладкая структура на Rn называется стандартной. Если
не оговорено противное, Rn всегда рассматривается с этой гладкой структурой.
Пример 2 является очевидным обобщением примера 1. Пусть V — n-мерное дей-
ствительное векторное пространство. Выбрав в нем базис, определим биективное
отображение ϕ : V → Rn, сопоставляющее вектору набор его координат относительно
выбранного базиса. Определим топологию на V , потребовав, чтобы ϕ было гомеомор-
физмом. Зададим на V гладкую структуру с помощью атласа {(V, ϕ)}, состоящего
из одной карты. Эта гладкая структура не зависит от выбора базиса, поскольку при
замене базиса координаты вектора преобразуются посредством линейных формул.
Пример 3. На Cn вводится стандартная структура n-мерного комплексно аналити-
ческого многообразия путем дословного повторения примера 1.
Пример 4. Введем на сфере Sn = {a = (a1, . . . , an+1) ∈ Rn+1 |

∑n+1
i=1 a

2
i = 1} ат-

лас, состоящий из двух карт. Пусть N = (0, . . . , 0, 1) — северный полюс сферы и
S = (0, . . . , 0,−1) — южный полюс. Полагаем U1 = Sn \{N} и U2 = Sn \{S}. Рассмат-
риваем Rn = {x ∈ Rn+1 | xn+1 = 0} в качестве координатной гиперплоскости в Rn+1.
Определим гомеоморфизм ϕ1 : U1 → Rn следующим образом. Для точки a ∈ U1 пря-
мая проходящая через N и a, пересекает Rn в единственной точке x = ϕ1(a) (см. Рис.
2). Отображение ϕ1 называется стереографической проекцией. Аналогично опреде-
ляется гомеоморфизм ϕ2 : U2 → Rn. Пара карт {(U1, ϕ1), (U2, ϕ2)} образует гладкий
атлас на Sn, определяющий стандартную гладкую структуру на сфере.

Чтобы проверить согласованность этих двух карт, найдем аналитическое выражение стереографической проекции.
Пусть a ∈ Sn и x = ϕ1(a). Тогда векторы a−N и x−N коллинеарны, т.е. a−N = λ(x−N) для некоторого числа λ.
Это число находим, используя то, что последняя координата точки x равна нулю: an+1 − 1 = −λ, т.е. λ = 1− an+1.
Подставляя это значение в равенства ai = λxi (1 ≤ i ≤ n), получаем

xi =
ai

1− an+1
(1 ≤ i ≤ n). (2.1)
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Рис. 2. Стереографическая проекция.

Отсюда

‖x‖2 =
∑n
i=1 a

2
i

(1− an+1)2
=
1− a2n+1
(1− an+1)2

=
1 + an+1

1− an+1
. (2.2)

Аналогично, если y = ϕ2(a), то

yi =
ai

1 + an+1
(1 ≤ i ≤ n). (2.3)

Очевидно, ϕ1(U1 ∩U2) = ϕ2(U1 ∩U2) = Rn \ {0}. Чтобы найти аналитическое выражение для отображения ϕ2 ◦ϕ−11 :

Rn \ {0} → Rn \ {0}, надо выразить точку y = ϕ2(a) через x = ϕ1(a). Из (2.1) и (2.3) следует, что y = 1−an+1
1+an+1

x.

С помощью (2.2) это преобразуется к виду y = x/‖x‖2, что и доказывает гладкую согласованность карт. Кстати,

отображение x 7→ y = x/‖x‖2 называется инверсией пространства Rn относительно единичной сферы Sn−1.

Пример 5. Напомним (см. пример 6в из §1.3), что дейcтвительное проективное
пространство RP n получается из Rn+1 \ {0} отождествлением точек (a1, . . . , an+1)
и (λa1, . . . , λan+1) для 0 6= λ ∈ R. Точки пространства RP n обозначаются через
a = (a1 : · · · : an+1), где двоеточия подчеркивают, что важны значения не самих
координат, а лишь их попарных отношений. Введем на RP n атлас {(Ui, ϕi)}n+1i=1 , со-
стоящий из (n+ 1)-й карты. Полагаем Ui = {a ∈ RP n | ai 6= 0}. Отображение

ϕi : Ui → Rn, a = (a1 : · · · : an+1) 7→ (
a1

ai
, . . . ,

ai−1

ai
,
ai+1

ai
, . . . ,

an+1

ai
)

является гомеоморфизмом. Проверим, что карты (U1, ϕ1) и (U2, ϕ2) гладко согласо-
ваны. Действительно,

(x1, . . . , xn)
ϕ−11→ (1 : x1 : x2 : · · · : xn)

ϕ2→ ( 1
x1
,
x2

x1
, . . . ,

xn

x1
).

Аналогично проверяется согласованность любых двух карт этого атласа.
На комплексном проективном пространстве CP n вводится структура комплексно

аналитического многообразия путем дословного повторения приведенной конструк-
ции с единственным изменением: вместо действительных чисел используются ком-
плексные числа.
Пример 6. На произведении M × N двух гладких многообразий вводится гладкая
структура произведения посредством следующей конструкции. Если {(Uα, ϕα)}α∈A
— атлас на M и {(Vβ, ψβ)}β∈B — атлас на N , то {(Uα × Vβ, ϕα × ψβ)}(α,β)∈A×B объяв-
ляется атласом на M ×N .
Пример 7. Обозначим через Gn,k множество всех k-мерных векторных подпро-
странств в Rn. Снабдим его топологией и структурой гладкого многообразия. Оно на-
зывается многообразием Грассмана k-мерных плоскостей в Rn. Пусть V k — k-мерное
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векторное подпространство Rn. Выберем базис {a1, . . . , ak} в V k и составим из коор-
динат этих векторов матрицу размера n× k

A =





a11 . . . ak1
. . . . .
. . . . .
. . . . .
a1n . . . akn




, rankA = k.

Пространство V k натянуто на столбцы этой матрицы. Если {b1, . . . , bk} — другой
базис V k, то B = AC, где C — невырожденная k× k-матрица. Обратно, любой n× k-
матрице ранга k можно сопоставить подпространство V k ⊂ Rn, натянутое на столбцы
этой матрицы. Двум матрицам A,B будет соответствовать одно и то же V k тогда и
только тогда, когда A = BC, где C — невырожденная k × k-матрица.

Заметим, что множество Mn,k всех n× k-матриц ранга k является открытым мно-
жеством в Rnk и тем самым снабжено индуцированной топологией. Введя на этом
множестве отношение эквивалентности, A ∼ B ⇔ A = BC, мы превращаем Gn,k =
Mn,k/∼ в топологическое пространство.

Теперь определим на Gn,k структуру гладкого многообразия. Для каждого набора
ν = (ν1, . . . , νk), где 1 ≤ ν1 < · · · < νk ≤ n, обозначим через Uν ⊂ Gn,k открытое под-
множество, состоящее из классов эквивалентности тех матриц, у которых отличен от
нуля минор, образованный строками с номерами ν1, . . . , νk. Рассмотрим для примера
ν = (1, . . . , k). Точки множества U(1,...,k) можно представить матрицами





a11 . . . ak1
. . . . .
. . . . .
a1k . . . akk
. . . . .
. . . . .
a1n . . . akn









a11 . . . ak1
. . . . .
. . . . .
. . . . .
a1k . . . akk





−1

=

(
I
X

)
,

где I — единичная k × k-матрица и X — (n− k)× k-матрица. Матрица X однознач-
но определяется точкой [A] ∈ U(1,...,k). Отождествив множество (n − k) × k-матриц с
Rk(n−k), мы получаем гомеоморфизм ϕ(1,...,k) : U(1,...,k) → Rk(n−k). Тем самым мы опре-
делили карту (U(1,...,k), ϕ(1,...,k)) на Gn,k. Аналогично определяются карты (Uν , ϕν) для
остальных ν. Легко убедиться, что эти карты гладко согласованы. Действительно,
отображение ϕν ◦ϕ−1µ : Rk(n−k) → Rk(n−k) сводится к перестановкам координат, умно-
жению матриц и обращению невырожденных матриц. Все эти операции выражаются
рациональными функциями.

В заключение параграфа коснемся вопроса: сколько гладких структур существует на данном топологическом
многообразии M? Начнем с простейшего случая M = R. В примере 1 мы уже ввели стандартную (каноническую)
гладкую структуру Dcan посредством атласа {(R, I)}, состоящего из одной карты. Определим вторую гладкую струк-
туру D3 на R также посредством атласа {(R, ϕ)} из одной карты, где ϕ(x) = x3. Заметим, что карты (R, I) и (R, ϕ)
не эквивалентны поскольку функция ϕ−1(x) = x1/3 не дифференцируема в точке x = 0. Таким образом, гладкие
структуры Dcan и D3 различны. Тем не менее, многообразия (R,Dcan) и (R,D3) диффеоморфны, диффеоморфизм
f : (R,Dcan)→ (R,D3) определяется равенством f(x) = x1/3.

Уточним наш вопрос следующим образом: сколько попарно не диффеоморфных гладких структур существует
на данном топологическом многообразии M? Первый нетривиальный результат в этом направлении был получен
Джоном Милнором в конце 50-х годов прошлого века. Он установил, что на сфере S7 имеются ровно 28 попарно
не диффеоморфных гладких структур. Одна из них совпадает со стандартной структурой, введенной в примере 4,
остальные определяют так называемые экзотические сферы. Опишем вкратце схему рассуждений Милнора. Рас-
смотрим сферу S7 как объединение двух открытых шаров, один из которых чуть больше северной полусферы, а
второй чуть больше южной полусферы. На каждом из шаров гладкая структура определяется однозначно. Чтобы
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получить гладкую структуру на всей сфере S7, надо гладкие структуры на шарах склеить с помощью диффео-
морфизма f : S6 → S6 экваториальной сферы. Милнор доказал, что два диффеоморфизма сферы S6 определяют
диффеоморфные гладкие структуры на S7 тогда и только тогда, когда эти диффеоморфизмы изотопны (Понятие
изотопности двух диффеоморфизмов f0, f1 : M → M вполне аналогично понятию гомотопности; надо лишь потре-
бовать, чтобы каждое промежуточное отображение ft : M → M также было диффеоморфизмом). Таким образом,
вопрос сводится к классификации диффеоморфизмов сферы S6 с точностью до изотопности. Милнор доказал, что
будучи факторизованным по отношению изотопности, множество диффеоморфизмов сферы S6 состоит из 28 классов
эквивалентности.

На Rn при n 6= 4 существует, с точностью до диффеоморфизма, одна гладкая структура. Четырехмерный слу-

чай долгое время оставался загадкой. Прорыв в четырехмерной топологии произошел в 80-е годы прошлого века в

значительной степени под влиянием некоторых идей, пришедших из физики (уравнения Янга – Миллса). В частно-

сти, оказалось, что на R4 существует бесконечно много попарно не диффеоморфных гладких структур. Были также

найдены примеры четырехмерных топологических многообразий, на которых нет гладких структур.

3. Разбиение единицы

Гладкое многообразие локально устроено как евклидово пространство. Локально
мы можем производить на многообразии все построения, которые обычно делаются
в области евклидова пространства. Но затем возникает потребность распространить
результат до некоторого глобального объекта, определенного на всем многообразии.
Разбиение единицы служит основным средством такой глобализации.

Определим носитель supp f непрерывной функции f : M → R как замыкание
множества {x ∈ M | f(x) 6= 0}. Дополнение к supp f есть наибольшее открытое
множество, на котором функция f тождественно равна нулю.

В §1 мы определили понятие гладкого отображения f : M → N . В частности,
определено понятие гладкой действительной функции f :M → R на гладком много-
образии (R рассматривается со стандартной гладкой структурой). Напомним также,
что в §6 Главы 1 было введено понятие открытого покрытия топологического про-
странства.

Определение 3.1. Пусть U = {Uα}α∈A — открытое покрытие гладкого многооб-
разия M и {λα}α∈A — семейство действительных функций на M , занумерованное
тем же множеством индексов A. Говорим, что {λα}α∈A является разбиением еди-
ницы, подчиненным покрытию U , если

(1) Каждая λα : M → R является гладкой функцией, причем 0 ≤ λα(x) ≤ 1 для
всех x ∈M .

(2) Семейство носителей {suppλα}α∈A является локально конечным, т.е. у любой
точки x ∈ M существует окрестность, пересекающаяся лишь с конечным числом
множеств этого семейства.

(3) Для любой точки x ∈M ∑

α∈A

λα(x) = 1.

В силу условия (2), лишь конечное число слагаемых этой суммы отлично от нуля.
(4) suppλα ⊂ Uα для любого α ∈ A.

Теорема 3.2. Для любого открытого покрытия гладкого многообразия существует
подчиненное ему разбиение единицы.

Отметим прежде всего, что Теорема 3.2 является первым и главным местом, где
теория гладких многообразий решительно расходится с теорией (действительных или
комплексных) аналитических многообразий. Действительно, в случае аналитическо-
го многообразия естественно потребовать, чтобы все функции λα были аналитически-
ми. Но такой вариант Теоремы 3.2 невозможен ввиду принципа единственности для
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аналитических функций: если аналитическая функция равна нулю на сколь угодно
малом открытом множестве, то она тождественно равна нулю.

Приведем схематический пример того, как разбиение единицы применяется для
вывода глобальных свойств из локальных. Допустим, нас интересуют свойства неко-
торой гладкой функции f : M → R. Выберем атлас {(Uα, ϕα)}α∈A на M и разбиение
единицы {λα}α∈A, подчиненное покрытию {Uα}α∈A. Тогда

f = 1 · f =
∑

α∈A

λαf =
∑

α∈A

fα, где fα = λαf.

Носитель функции fα лежит в Uα, поэтому все свойства этой функции можно вы-
яснить, рассматривая функцию fα ◦ ϕ−1α на области евклидова пространства. Если
интересующее нас свойство “выживает при сложении функций”, то из того что каж-
дая fα обладает этим свойством, следует, что и f =

∑
α fα обладает им.

Выделим частный случай Теоремы 3.2 поскольку он часто используется.

Следствие 3.3. Пусть A и B — два непересекающихся замкнутых множества в
гладком многообразии M . Существует такая гладкая функция µ : M → R, что
µ|A = 1, µ|B = 0 и 0 ≤ µ(x) ≤ 1 для всех x ∈M .

Для доказательства Следствия достаточно рассмотреть открытое покрытие {M \
B,M \ A} многообразия M , состоящее из двух множеств, и найти подчиненное ему
разбиение единицы {λ1, λ2}. Очевидно, функция µ = λ1 обладает требуемыми свой-
ствами.

Оставшаяся часть параграфа посвящена доказательству Теоремы 3.2. Начнем с
некоторых рассмотрений на Rn.

Лемма 3.4. Существует такая гладкая функция µ : Rn → R, что µ(x) = 1 при
‖x‖ ≤ 1, µ(x) = 0 при ‖x‖ ≥ 2, 0 ≤ µ(x) ≤ 1 при всех x.

Доказательство. Последовательно определим несколько гладких функций R → R
(нарисуйте их графики).

1. Начнем с функции α : R→ R, определенной равенством

α(x) =

{
e−1/x при x > 0,
0 при x ≤ 0.

Это — функция класса C∞, тождественно равная нулю на (−∞, 0] и положитель-
ная на (0,∞). В Анализе α обычно приводится в качестве примера функции, ряд
Тейлора которой сходится, но его сумма отлична от функции. Действительно, все
производные функции α обращаются в нуль в точке x = 0.

2. Затем определим β : R→ R, положив
β(x) = α(x)α(1− x).

Это — гладкая функция, положительная на интервале (0, 1) и тождественно равная
нулю вне этого интервала.

3. Определяем γ : R→ R равенством

γ(x) =

x∫

0

β(t) dt

1∫

0

β(t) dt

.

Это — гладкая функция, удовлетворяющая 0 ≤ γ(x) ≤ 1 при всех x, тождественно
равная нулю на (−∞, 0] и тождественно равная единице на [1,∞).
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4. Далее определяем δ : R→ R равенством

δ(x) = γ(x+ 2)γ(2− x).
Это — гладкая функция, удовлетворяющая 0 ≤ δ(x) ≤ 1 при всех x, тождественно
равная нулю на (−∞,−2], тождественно равная единице на [−1, 1] и тождественно
равная нулю на [2,∞).

Определенная равенством µ(x) = δ(‖x‖) функция µ : Rn → R, очевидно, обладает
всеми требуемыми свойствами. �

Пусть U = {Uα}α∈A и V = {Vβ}β∈B — два открытых покрытия топологического
пространства X. Говорим, что покрытие V вписано в покрытие U , если для любого
β ∈ B существует такое α = α(β) ∈ A, что Vβ ⊂ Uα.

Лемма 3.5. Пусть открытое покрытие V = {Vβ}β∈B гладкого многообразия M
вписано в открытое покрытие U = {Uα}α∈A. Если V обладает подчиненным ему
разбиением единицы, то и U обладает подчиненным ему разбиением единицы.

Доказательство. Пусть {λβ}β∈B — разбиение единицы, подчиненное покрытию V .
Фиксируем такое отображение f : B → A, что Vβ ⊂ Uf(β), и для каждого α ∈ A
определим гладкую функцию µα :M → R, положив

µα(x) =
∑

β∈f−1(α)

λβ(x).

Заметим, что семейство носителей {suppµα}α∈A локально конечно поскольку µα(x) 6=
0 только если α = f(β) и λβ(x) 6= 0. Ясно, что suppµα ⊂ Uα и

∑
α∈A µα(x) =∑

β∈B λβ(x) = 1. �

Открытое покрытие {Uα}α∈A топологического пространства X называется локаль-
но конечным, если у каждой точки x ∈ X существует окрестность, пересекающаяся
лишь с конечным числом Uα. Хаусдорфово топологическое пространство называет-
ся паракомпактным, если в каждое открытое покрытие этого пространства можно
вписать локально конечное открытое покрытие.

Топологическое пространство называется локально компактным, если каждая его
точка обладает компактной окрестностью.

Следующее утверждение, играющее основную роль в доказательстве Теоремы 3.2,
представляет и самостоятельный интерес. Отметим, что вторая аксиома счетности
включена в определение топологического многообразия, приведенного в начале §1,
именно для применимости этого утверждения; в других местах нашего курса эта
аксиома не используется.

Теорема 3.6. Если топологическое пространство X локально компактно, удовле-
творяет второй аксиоме счетности и хаусдорфово, то оно паракомпактно. В част-
ности, любое топологическое многообразие паракомпактно.

Доказательство. Сначала докажем, что
(1) Пространство X обладает счетной базой топологии {Uj}∞j=1, состоящей из от-
крытых множеств с компактными замыканиями.

Действительно, пусть {Vk}∞k=1 — счетная база топологии. Выберем из этой последо-
вательности подпоследовательность, состоящую из множеств с компактными замы-
каниями, т.е. Uj = Vkj . Покажем, что {Uj}∞j=1 — снова база топологии. Действительно,
пусть U — произвольное открытое множество и x ∈ U . Поскольку X локально ком-
пактно, существует компактная окрестность Kx точки x. Множество U ∩ Kx есть
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окрестность точки x. Значит, найдется такое открытое V , что x ∈ V ⊂ U ∩Kx. По-
скольку {Vk}∞k=1 — база топологии, то найдется такое Vk, что x ∈ Vk ⊂ V ⊂ U ∩Kx.
Тогда V k ⊂ Kx и значит V k компактно. Следовательно, Vk = Uj для некоторого j.
Итак, для каждой точки x ∈ U мы нашли такое j = j(x), что x ∈ Uj(x) ⊂ U . Тогда
U =

⋃
x∈U Uj(x), т.е. {Uj}∞j=1 — база топологии.

Теперь докажем, что
(2) В X существует такая последовательность {Gi}∞i=1 открытых множеств, что
Gi компактно, Gi ⊂ Gi+1 и X =

⋃∞
i=1Gi, см. Рис. 3

Рис. 3

Действительно, пусть {Uj}∞j=1 — база топологии, состоящая из открытых множеств
с компактными замыканиями. Полагаем G1 = U1. Далее строим Gi по индукции.
Пусть уже для некоторого i мы построили

Gi = U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Uji
так, что Gi компактно. Пусть ji+1 — наименьшее целое число, большее ji, для кото-
рого

Gi ⊂
ji+1⋃

j=1

Uj.

Такое ji+1 найдется поскольку Gi компактно. Полагаем

Gi+1 =

ji+1⋃

j=1

Uj.

Теперь докажем утверждение теоремы. Пусть U = {Uα}α∈A — произвольное от-
крытое покрытие пространства X. Множество Gi \ Gi−1 компактно и содержится в
открытом множестве Gi+1 \ Gi−2. Для каждого i ≥ 3 выберем конечное подпокры-
тие открытого покрытия {Uα ∩ (Gi+1 \ Gi−2)}α∈A множества Gi \ Gi−1. Обозначим
это покрытие через {Vi,k}nik=1. Кроме того, выберем конечное подпокрытие открытого
покрытия {Uα ∩ G3}α∈A компакта G2. Обозначим его через {V2,k}n2k=1. Объединение
{Vi,k}nik=1 по всем i ≥ 2 является локально конечным покрытием, вписанным в U .

�

Для гладких многообразий мы можем усилить утверждение Теоремы 3.6, вписывая
покрытие, состоящее из координатных окрестностей.
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Лемма 3.7. Пусть M есть n-мерное гладкое многообразие и U = {Uα}α∈A — его
открытое покрытие. На M существует такой атлас {(Vi, ϕi)}∞i=1, что

(1) {Vi}∞i=1 есть локально конечное покрытие, вписанное в U ;
(2) ϕi(Vi) ⊂ Bn3 = {x ∈ Rn | ‖x‖ < 3};
(3) множества Wi = ϕ−1i (Bn1 ) покрывают M .

Доказательство. Вернемся к доказательству Теоремы 3.6 и выберем покрытие мно-
жества Gi\Gi−1 немного более тщательно. Для каждой точки x открытого множества
(Gi+1 \Gi−2) ∩ Uα можно найти такую карту (Ox,α, ϕx,α), что

x ∈ Ox,α ⊂ (Gi+1 \Gi−2) ∩ Uα, ϕx,α(Ox,α) ⊃ Bn3 , ϕx,α(x) = 0.

Положим Vx,α = ϕ−1x,α(B
n
3 ) и Wx,α = ϕ−1x,α(B

n
1 ). Затем выберем конечное число откры-

тых множеств Wx,α, покрывающих Gi \Gi−1, и закончим доказательство так же, как
и раньше. �

Доказательство Теоремы 3.2. Пусть U = {Uα}α∈A — открытое покрытие многооб-
разия M и {(Vi, ϕi)}∞i=1 — атлас, существование которого утверждает Лемма 3.7. Мы
построим разбиение единицы, подчиненное покрытию {Vi}∞i=1. Тогда по Лемме 3.5
покрытие U также обладает подчиненным ему разбиением единицы.

Для каждого i определим µi :M → R, положив

µi(x) =

{
µ(ϕi(x)), если x ∈ Vi,
0, если x /∈ Vi,

где µ : Rn → R — функция из Леммы 3.4. Каждая µi является гладкой функци-
ей, причем suppµi ⊂ Vi и µi(x) = 1 при x ∈ Wi = ϕ−1i (B

n
1 ). Семейство носителей

{suppµi}∞i=1 локально конечно поскольку покрытие {Vi}∞i=1 локально конечно. Пола-
гаем

λi(x) =
µi(x)
∞∑
j=1

µj(x)
.

Заметим, что знаменатель положителен поскольку µj(x) ≥ 0 для всех j и µj(x) = 1
хотя бы для одного j (множества Wj покрывают M). Следовательно, {λi}∞i=1 есть
разбиение единицы, подчиненное покрытию {Vi}∞i=1. �

4. Касательное пространство и дифференциал

Для гладкого многообразия M обозначим через F = F(M) множество всех глад-
ких действительных функций f : M → R. Отметим, что F(M) имеет структуру
действительного векторного пространства относительно поточечных операций сло-
жения функций и умножения функций на действительные числа

(f + g)(x) = f(x) + g(x), (αf)(x) = αf(x) (f, g ∈ F ; α ∈ R).
Кроме того, функции можно поточечно умножать друг на друга

(fg)(x) = f(x)g(x).

Таким образом, F(M) становится коммутативной действительной алгеброй. Роль
единицы в этой алгебре играет функция, тождественно равная единице.

Перейдем теперь к обсуждению понятий касательного вектора и касательного про-
странства. Напомним из курса дифференциальной геометрии, что в каждой точке
гладкой кривой, лежащей в R3, определена касательная, которую можно рассматри-
вать как одномерное векторное подпространство в R3. Аналогично, в каждой точке
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гладкой поверхности, лежащей в R3, определена касательная плоскость — двумерное
векторное подпространство в R3. Абстрактное многообразие M не лежит в евклидо-
вом пространстве. Тем не менее, мы сопоставим каждой точке p ∈ M некоторое
векторное пространство TpM .

Определение 4.1. Пусть M — гладкое многообразие и p ∈M . Дифференцировани-
ем в точке p алгебры F = F(M) называется отображение X : F → R, удовлетво-
ряющее

(1) X(αf + βg) = α(Xf) + β(Xg) (f, g ∈ F ; α, β ∈ R),
(2) X(fg) = f(p)(Xg) + g(p)(Xf).
Дифференцирование в точке p называется также касательным вектором к мно-

гообразию M в точке p.

Заметим, что условие (1) означает, что X есть линейный функционал на вектор-
ном пространстве F(M). Множество всех касательных векторов в точке p (= множе-
ство всех дифференцирований в точке p) обозначается TpM . Снабдим это множество
структурой действительного векторного пространства, определив

(αX + βY )f = α(Xf) + β(Y f) для X, Y ∈ TpM ; f ∈ F ; α, β ∈ R.
Векторное пространство TpM называется касательным векторным пространством
многообразия M в точке p. Нашей ближайшей целью является вычисление размер-
ности этого пространства и нахождения его базиса.

Лемма 4.2. (О локализации) Пусть f, g ∈ F . Если существует такая окрестность
U точки p, что f |U = g|U , то Xf = Xg для любого X ∈ TpM .

Доказательство. Положим h = f − g, тогда h|U = 0. Найдем такую окрестность V
точки p, что V ⊂ U . Далее, найдем такую функцию µ ∈ F , что µ|V = 0 и µ|M\U = 1
(здесь мы воспользовались Следствием 3.3). Тогда µh = h. Поэтому

Xh = X(µh) = µ(p)(Xh) + h(p)(Xµ) = 0.

�

Благодаря этой лемме, можно считать, что Xf определено для X ∈ TpM в случае
f ∈ F(U), где U — произвольная окрестность точки p.

Пусть (U,ϕ) — карта на M и p ∈ U . Определим векторы ∂i|p = ∂
∂xi
|p ∈ TpM (1 ≤

i ≤ n = dimM) по правилу

(∂i|p)f =
∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi
(ϕ(p)). (4.1)

Теорема 4.3. Векторы {∂i|p}ni=1 образуют базис пространства TpM . Следователь-
но, dimTpM = dimM .

Для доказательства этой теоремы нам понадобится следующая лемма, которая
также будет неоднократно применяться в дальнейшем.

Лемма 4.4. Пусть f — гладкая действительная функция на выпуклом открытом
множестве U ⊂ Rn и a ∈ U . Тогда существуют такие gi ∈ F(U), что справедливо
представление

f(x) = f(a) +
n∑

i=1

(xi − ai)gi(x),

причем gi(a) =
∂f
∂xi
(a).
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Доказательство.

f(x)− f(a) =
1∫

0

d

dt

(
f(tx+ (1− t)a)

)
dt =

1∫

0

n∑

i=1

∂f

∂xi
(tx+ (1− t)a)(xi − ai) dt

=
n∑

i=1

(xi − ai)
1∫

0

∂f

∂xi
(tx+ (1− t)a) dt =

n∑

i=1

(xi − ai)gi(x),

где gi(x) =
∫ 1
0
∂f
∂xi
(tx+ (1− t)a) dt. Очевидно, gi(a) = ∂f

∂xi
(a). �

Доказательство Теоремы 4.3. Применим Лемму 4.4 к функции f ◦ ϕ−1

f ◦ ϕ−1 = f(p) +
n∑

i=1

(xi − ai)gi, (a = ϕ(p))

причем gi(a) =
∂(f◦ϕ−1)
∂xi

(ϕ(p)) = (∂i|p)f . Возьмем композицию предыдущего равенства
с ϕ

f = f(p) +
n∑

i=1

(xi ◦ ϕ− ai)hi, (hi = gi ◦ ϕ)

причем hi(p) = gi(a) = (∂i|p)f . Применяя X к предыдущему равенству, имеем

Xf =
n∑

i=1

X
(
(xi ◦ ϕ− ai)hi

)
=

n∑

i=1

X(xi ◦ ϕ)hi(p)

=
n∑

i=1

X(xi ◦ ϕ) (∂i|p)f =
( n∑

i=1

X(xi ◦ ϕ) ∂i|p
)
f.

Поскольку функция f ∈ F(U) произвольна, это можно переписать в виде

X =
n∑

i=1

Xi∂i|p, где Xi = X(xi ◦ ϕ). (4.2)

Итак, любой вектор X ∈ TpM представим в виде линейной комбинации векторов
{∂i|p}ni=1. Докажем теперь, что эти векторы линейно независимы. Для этого выберем
функции fj = xj ◦ ϕ ∈ F(U) (1 ≤ j ≤ n). Согласно (4.1),

(∂i|p)fj =
∂(fj ◦ ϕ−1)

∂xi
(ϕ(p)) =

∂xj

∂xi
= δij =

{
1 при i = j,
0 при i 6= j.

Матрица
(
(∂i|p)fj

)n
i,j=1

невырождена, что влечет линейную независимость системы

{∂i|p}ni=1. �

Любые два n-мерных действительных векторных пространства изоморфны друг
другу. В частности, любое V n изоморфно Rn. Тем не менее, не следует их отож-
дествлять поскольку между ними нельзя установить канонического изоморфизма.
Это верно и для касательных пространств: для p, q ∈ M, p 6= q пространства TpM и
TqM изоморфны, но рассматриваются как непересекающиеся множества.

Есть одно важное исключение к правилу из предыдущего абзаца. Рассмотрим слу-
чай M = V n, где V n — действительное n-мерное векторное пространство. Мы знаем,
что его можно рассматривать как гладкое многообразие. В этом случае для любой
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точки p ∈ V n касательное пространство TpV
n можно канонически отождествить с

самим V n. Действительно, определим отображение i : V n → TpV
n равенством

(iv)f =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(p+ tv) для v ∈ V n и f ∈ F(V n).

Заметим, что это определение использует структуру векторного пространства на V n
и не имеет смысла для произвольного многообразия. Докажите, что i — изоморфизм
векторных пространств. В дальнейшем мы будем рассматривать i как отождествле-
ние.

В дальнейшем наряду с понятием “карта” мы будем часто использовать эквива-
лентное понятие “локальная система координат”, которое определяется следующим
образом. Пусть (U,ϕ) — карта на гладком n-мерном многообразии M . Для каждого
1 ≤ i ≤ n определены гладкие отображения

U
ϕ−→ Rn πi−→ R, где πi(a1, . . . , an) = ai.

Определим функцию xi ∈ F(U), полагая xi = πi ◦ ϕ. Совокупность (U ;x1, . . . , xn)
этих функций называется локальной системой координат с областью определения
U ⊂ M . Каждая точка p ∈ U определяется своими координатами: p = (p1, . . . , pn),
где pi = xi(p). Подчеркнем, что координаты pi зависят не только от самой точки
p, но и от выбора системы координат, т.е., строго говоря, мы должны писать p =
(p1, . . . , pn)(U ;x1,...,xn).

Каждая гладкая функция f ∈ F(U) в локальных координатах записывается как
функция n действительных переменных: f = f(x1, . . . , xn). Заметим, что формула
(4.2) теперь приобретает вид

X =
n∑

i=1

(Xxi)∂i|p, для X ∈ TpM, p ∈ U. (4.3)

Пусть на многообразииM заданы две локальные системы координат (U ;x1, . . . , xn)
и (U ′;x′1, . . . , x′n). Тогда в U ∩ U ′ определены функции преобразования координат

x′i = x
′
i(x1, . . . , xn) (1 ≤ i ≤ n). (4.4)

Это преобразование гладко (поскольку карты согласованы) и взаимно-однозначно,
т.е. уравнения (4.4) однозначно разрешимы относительно (x1, . . . , xn), причем обрат-
ное преобразование

xi = xi(x
′
1, . . . , x

′
n) (1 ≤ i ≤ n)

также задается гладкими функциями.
Пусть p ∈ U ∩ U ′. Тогда мы имеем два базиса

{

∂i|p =
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

}n

i=1

и

{

∂′i|p =
∂

∂x′i

∣∣∣∣
p

}n

i=1

пространства TpM . Найдем матрицу перехода от одного базиса к другому. Для f ∈
F(U) пусть f = f(x1, . . . , xn) — координатное представление в первой системе коор-
динат и f = f(x′1, . . . , x′n) — во второй. Тогда справедливо тождество

f(x1, . . . , xn) = f(x
′
1(x1, . . . , xn), . . . , x

′
n(x1, . . . , xn)).
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Применяя правило дифференцирования сложной функции, получаем

(∂i|p)f =
∂f(x1, . . . , xn)

∂xi

∣∣∣∣
p

=
∂

∂xi

(
f(x′1(x1, . . . , xn), . . . , x

′
n(x1, . . . , xn))

)

=
n∑

j=1

∂f

∂x′j

∂x′j
∂xi
=
( n∑

j=1

∂x′j
∂xi
(p) ∂′j|p

)
f,

т.е.

∂i|p =
n∑

j=1

∂x′j
∂xi
(p) ∂′j|p.

Мы видим, что матрицей перехода от базиса {∂i|p} к базису {∂′i|p} является матрица
Якоби

(
∂x′j
∂xi
(p)
)

функций преобразования координат. Следовательно, для TpM 3 X =∑
iXi ∂i|p =

∑
iX

′
i ∂
′
i|p справедливо правило преобразования координат вектора

X ′i =
n∑

j=1

∂x′i
∂xj
(p)Xj. (4.5)

В некоторых старых учебниках по геометрии (и во многих новых учебниках по фи-
зике) Вы можете встретить следующее определение: Касательным вектором в точке
p ∈ M называется правило, сопоставляющее каждой локальной системе коорди-
нат, определенной в окрестности точки p, упорядоченный набор действительных
чисел (X1, . . . , Xn), который преобразуется по правилу (4.5) при замене координат.
Выбранное нами Определение 4.1 касательного вектора инвариантно, т.е. не зави-
сит от координат. Но оно эквивалентно старому определению, как мы только что
убедились.

Так же инвариантно определение дифференциала гладкого отображения, к кото-
рому мы переходим.

Определение 4.5. Пусть F : M → N — гладкое отображения одного гладкого
многообразия в другое. Дифференциалом отображения F в точке p ∈M называется
линейный оператор

dpF : TpM → TF (p)N,

определяемый равенством

((dpF )X)f = X(f ◦ F ) для X ∈ TpM, f ∈ F(N).

Конечно, при этом мы должны проверить, что отображение f 7→ X(f ◦F ) является
дифференцированием алгебры F(N) в точке F (p). Эту проверку я оставляю в каче-
стве упражнения, так же, как и доказательство линейности оператора dpF . Равным
образом в качестве упражнения оставляется доказательство следующего важного
утверждения.

Предложение 4.6. (Цепное правило) Если M
F−→ N

G−→ L — гладкие отображе-
ния, то для любой точки p ∈M

dp(G ◦ F ) = (dF (p)G)(dpF ).

Иными словами: дифференциал композиции есть композиция дифференциалов.
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Обсудим теперь координатное представление дифференциала. Пусть, по-прежнему,
F : Mm → Nn — гладкое отображение, (U ;x1, . . . , xm) — локальная система коорди-
нат в окрестности точки p ∈ M и (V ; y1, . . . , yn) — локальная система координат в
окрестности точки F (p) ∈ N . В локальных координатах F задается функциями

yi = Fi(x1, . . . , xm) (1 ≤ i ≤ n).

Тогда (докажите)

(dpF )(∂j|p) =
n∑

i=1

∂Fi

∂xj
(p) ∂i|F (p),

т.е. матрица Якоби
(
∂Fi
∂xj
(p)
)

есть матрица линейного оператора dpF относительно
базисов {∂j|p}mj=1 и {∂i|F (p)}ni=1.

В заключение параграфа введем важное понятие касательного расслоения.
Для гладкого многообразия M положим

TM =
⋃

p∈M

TpM,

где касательные пространства в разных точках рассматриваются как непересека-
ющиеся множества. Определим проекцию π : TM → M , полагая π(X) = p для
X ∈ TpM . Снабдим TM структурой гладкого многообразия так, что π станет глад-
ким отображением. Пусть (U ;x1, . . . , xn) — локальная система координат с областью
определения U ⊂ M . Для p ∈ U любой вектор X ∈ TpM единственным образом
представим в виде X =

∑n
i=1Xi ∂i|p. Тем самым (π−1(U);x1, . . . , xn, X1, . . . , Xn) ста-

новится локальной системой координат с областью определения π−1(U) ⊂ TM . Легко
убедиться с помощью (4.5), что две такие системы координат C∞-согласованы. Тем
самым TM становится гладким многообразием размерности 2n. Это многообразие
называется касательным расслоением многообразия M .

Обратим внимание на следующее обстоятельство. Проекция π : TM → M является гладким отображением,

причем для любой точки p ∈ M ее прообраз π−1(p) = TpM снабжен структурой конечномерного векторного про-

странства. Эта структура в определенном смысле гладко зависит от p. Подобные объекты часто встречаются в

современной геометрии и анализе и называются векторными расслоениями. Не вдаваясь в детали, приведем фор-

мулировку определения: Векторным расслоением над многообразием M называется такое гладкое сюръективное

отображение (проекция) π : E → M некоторого многообразия E, что для каждой точки p ∈ M в множестве π−1(p)

(слое расслоения над точкой p) введена структура конечномерного векторного пространства, гладко зависящая от p.

Примером векторного расслоения является касательное расслоение π : TM →M .

Упражнения
1. Докажите, что Xf = 0 для всех X ∈ TpM , если функция f ∈ F(M) такова, что

f |U = const для некоторой окрестности U точки p.
2. (Касательное пространство к произведению двух многообразий). Напомним (см.

Пример 7 в §1), что на произведенииM×N двух гладких многообразий имеется стан-
дартная гладкая структура. Установите канонический изоморфизм T(p,q)(M ×N)→
TpM ⊕ TqN для (p, q) ∈M ×N . Если этот изоморфизм считать отождествлением, то
для гладкого отображения F :M ×N → L справедливо равенство (d(p,q)F )(X+Y ) =
(dpFq)X + (dqFp)Y , где отображения Fq :M → L и Fp :M → L определяются равен-
ствами Fq(x) = F (x, q) и Fp(y) = F (p, y) соответственно. Докажите.

3. Пусть V и W — конечномерные действительные векторные пространства и A :
V → W — линейный оператор. Фиксируем w0 ∈ W и определим отображение F : V →
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W равенством F (v) = Av+w0. Докажите, что для любой точки v ∈ V дифференциал

dvF : TvV = V → W = TF (v)W

совпадает с A.
4. Пусть TSn — касательное расслоение n-мерной сферы. Докажите, что для лю-

бого n многообразие (TSn) × R диффеоморфно произведению Sn × Rn+1. В связи с
этим любопытно отметить, что TSn диффеоморфно произведению Sn×Rn лишь при
n = 1, 3, 7.

5. Векторные поля

Вы наверняка встречались ранее с векторными полями на областях евклидова про-
странства. Типичные примеры: поле скоростей жидкости или газа, напряженность
электрического поля. Мы рассмотрим векторные поля на многообразиях.

(Гладким) векторным полем X на гладком многообразии M называется функция,
сопоставляющая каждой точке p ∈ M касательный вектор Xp = X(p) ∈ TpM в
этой точке и удовлетворяющая следующему условию гладкости: если f ∈ F(M), то
функция p 7→ Xpf тоже гладкая.

Чуть позже мы увидим, что возможны еще несколько определений векторного
поля, эквивалентных приведенному. Первое слово в приведенном определении поме-
щено в скобки поскольку оно будет обычно опускаться: если не оговорено противное,
любое векторное поле считается гладким.

Обозначим V(M) множество всех (гладких) векторных полей на M . Это обозначе-
ние сокращается до V , если из контекста ясно, о каком многообразии идет речь. На
V определены некоторые алгебраические операции. Прежде всего, векторные поля
можно складывать и умножать на действительные числа:

(αX + βY )(p) = αX(p) + βY (p), X, Y ∈ V ; α, β ∈ R.
Таким образом V становится действительным векторным пространством (бесконеч-
ной размерности). Кроме того, векторные поля можно умножать на гладкие функ-
ции: (fX)(p) = f(p)X(p) для f ∈ F . Снабженное этим умножением, пространство V
становится F -модулем. (Напомним, что R-модуль или модуль над кольцом R опре-
деляется посредством тех же аксиом, что и векторное пространство над F . Един-
ственное различие состоит в том, что вместо поля F используется коммутативное
кольцо R с единицей. Это различие приводит к значительному усложнению теории
модулей по сравнению с теорией векторных пространств. Например, все векторные
пространства размерности n над полем F изоморфны друг другу, в то время как
классификация модулей ранга n над кольцом R является серьезной задачей.)

В предыдущем параграфе мы определили касательное расслоение π : TM → M .
Сечением этого расслоения называется отображение X : M → TM , удовлетворяю-
щее π ◦ X = I, где I — тождественное отображение. Гладкие сечения касательного
расслоения можно отождествить с векторными полями на M . Действительно, усло-
вие π ◦X = I означает, что X(p) ∈ TpM для всех точек p ∈M . Как легко проверить,
гладкость отображения X : M → TM эквивалентна условию гладкости, участвую-
щему в определении векторного поля. Таким образом, мы имеем второе определение,
эквивалентное исходному: векторное поле на многообразии это — (гладкое) сечение
касательного расслоения.

Каждое векторное поле X ∈ V может рассматриваться как отображение X : F →
F , определенное равенством (Xf)(p) = Xpf . Это отображение удовлетворяет следу-
ющим двум условиям:
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(1) X(αf + βg) = α(Xf) + β(Xg) для f, g ∈ F и α, β ∈ R;
(2) X(fg) = f(Xg) + g(Xf).
Такое отображение естественно назвать дифференцированием алгебры F . Таким

образом получаем третье определение векторного поля, эквивалентное двум преды-
дущим: векторное поле на M это — дифференцирование алгебры F(M). Отметим
аналогию между этим определением и приведенным в начале предыдущего парагра-
фа определением касательного вектора: касательный вектор это — дифференциро-
вание F → R алгебры F со значениями в R.

Перейдем к координатному представлению векторных полей. Пусть (U ;x1. . . . , xn)
— локальная система координат с областью определения U ⊂ M . Напомним, что в
каждой точке p ∈ U определены координатные векторы ∂i|p = ∂

∂xi

∣∣∣
p
(1 ≤ i ≤ n),

образующие базис пространства TpM . Определим координатные векторные поля
∂i ∈ V(U), полагая ∂i(p) = ∂i|p. Каждое векторное поле X ∈ V(U) единственным
образом представимо в виде X =

∑n
i=1Xi∂i с коэффициентами Xi ∈ F(U), называе-

мыми координатами поля X относительно данной системы координат. Для функции
f ∈ F(U)

(Xf)(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

Xi(x1, . . . , xn)
∂f(x1, . . . , xn)

∂xi
.

Эта формула служит основанием для еще одного определения векторного поля,
эквивалентному предыдущим: векторное поле это — линейный однородный диф-
ференциальный оператор первого порядка с гладкими коэффициентами. (Линей-
ный дифференциальный оператор первого порядка определяется равенством Xf =∑n
i=1Xi

∂f
∂xi
+ Y f , где Y ∈ F(U); при Y = 0 оператор называется однородным.)

Каждой паре векторных полей X, Y ∈ V можно сопоставить третье векторное поле
[X,Y ] ∈ V, называемое скобкой Ли векторных полей X и Y , которое определяется
следующим образом. Рассматриваем X и Y как дифференцирования алгебры глад-
ких функций: F X→ F Y→ F . Композиция XY : F → F не является векторным полем
поскольку это — дифференциальный оператор второго порядка. Но вот разность
[X,Y ] = XY − Y X снова будет векторным полем, в чем легко убедиться, проверив
для нее справедливость условий (1) и (2), приведенных выше. В локальных коорди-
натах скобка Ли выражается следующим образом (докажите): если X =

∑n
i=1Xi∂i и

Y =
∑n
i=1 Yi∂i, то

[X, Y ] =
∑

i,j

(
Xi
∂Yj

∂xi
− Yi

∂Xj

∂xi

)
∂j.

Доказательство следующего утверждения оставляется в качестве упражнения.

Предложение 5.1. (Свойства скобки Ли)
(1) [X, Y ] = −[Y,X];
(2) [αX1 + βX2, Y ] = α[X1, Y ] + β[X2, Y ] (α, β ∈ R);
(3) Тождество Якоби: [[X,Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0 для любых трех

векторных полей;
(4) [fX, gY ] = fg[X, Y ] + f(Xg)Y − g(Y f)X для f, g ∈ F .

В алгебре первые три свойства используются в качестве аксиом в следующем опре-
делении: алгеброй Ли называется векторное пространство вместе с заданным на нем
произведением [X, Y ], удовлетворяющим аксиомам (1)–(3). Таким образом, V(M) яв-
ляется действительной алгеброй Ли.



18 В. А. Шарафутдинов

Еще одно важное понятие, эквивалентное понятию векторного поля, — локальная
однопараметрическая группа преобразований (или локальный поток), порожденная
векторным полем. Истоки этого понятия лежат в гидродинамике. Рассмотрим ста-
ционарное поле скоростей жидкости. Само поле скоростей не меняется со временем.
Но каждая молекула жидкости движется со временем вдоль некоторой траектории.
Приведем соответствующие определения.

(Гладкой) параметризованной кривой в многообразии M называется гладкое отоб-
ражение γ : (a, b) → M . Вектор скорости γ̇(t) ∈ Tγ(t)M такой кривой определяет-
ся равенством γ̇(t) = (dtγ)

d
dt

, где d
dt
∈ TtR — координатный вектор, соответству-

ющий стандартной координате t на R. Если (U ;x1. . . . , xn) — локальная система
координат на M , то пока точка γ(t) лежит в U , кривая γ задается уравнениями
xi = γi(t) (1 ≤ i ≤ n). Вектор скорости этой кривой равен γ̇(t) =

∑n
i=1

dγi(t)
dt

∂i.
Говорим, что параметризованная кривая γ(t) является интегральной кривой век-

торного поля X, если γ̇(t) = X(γ(t)).
Для векторного поля X ∈ V(M) и точки p ∈ M зададимся вопросом: существу-

ет ли выходящая из p интегральная кривая поля X? Задав в окрестности точки
p локальную систему координат, в которой X =

∑n
i=1Xi∂i, мы видим, что γ(t) =

(x1(t), . . . , xn(t)) должна быть решением задачи Коши для системы обыкновенных
дифференциальных уравнений

{
dxi
dt
= Xi(x1, . . . , xn) (1 ≤ i ≤ n),

xi(0) = pi.

Обратим внимание, что эта система, вообще говоря, нелинейна. Известно, что ре-
шение задачи Коши для такой системы единственно и локально существует: най-
дутся такие a(p) < 0 < b(p), что решение γp(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) существует при
t ∈ (a(p), b(p)). Положим F tX(p) = γp(t). Рассматриваем F tX как отображение F tX :
Ωt →M , определенное на области Ωt = {p ∈M | a(p) < t < b(p)}. Семейство отобра-
жений F tX называется локальной однопараметрической группой преобразований (или
локальным потоком), порожденной векторным полем X. Оно удовлетворяет следу-
ющим условиям:

(1) Множество тех (p, t) ∈M ×R, для которых F tX(p) определено, образует откры-
тую окрестность множества M × {0};

(2) Групповое свойство: равенство F t1X ◦ F
t2
X = F t1+t2X справедливо в тех точках, в

которых левая часть определена.
Это групповое свойство эквивалентно равенству γp(t1 + t2) = γγp(t1)(t2), которое

очевидным образом следует из определения интегральной кривой.
Говорим, что X ∈ V(M) является полным векторным полем, если решение задачи

Коши существует при всех t ∈ R для любой точки p ∈ M . В этом случае отображе-
ние F tX : M → M определено на всем M и является диффеоморфизмом для любого
t ∈ R. Действительно, гладкость F tX следует из того, что решение задачи Коши глад-
ко зависит от начальных данных, а обратимость вытекает из группового свойства:
(F tX)

−1 = F−tX .
Приведем пример неполного векторного поля. В качестве M возьмем интервал
(0, 1) действительной прямой, а в качестве X — координатное векторное поле d

dt
.

Для точки p ∈ (0, 1) выходящая из p интегральная кривая γp(t) = p + t определена
лишь при t ∈ (−p, 1− p).

Предложение 5.2. Векторное поле с компактным носителем полно. В частности,
любое векторное поле на компактном многообразии полно.
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Доказательство. Напомним, что носителем suppX векторного поля X называется
замыкание множества {p ∈M | X(p) 6= 0}. Заметим прежде всего, что если X(p) = 0,
то F tX(p) = p определено при всех t ∈ R. Для каждой точки p ∈ suppX можно указать
такую открытую окрестность Up и такое εp > 0, что F tX(q) определено для всех q ∈ Up
и всех t, удовлетворяющих |t| < εp. Предположив suppX компактным, выберем из
открытого покрытия {Up}p∈suppX этого множества конечное подпокрытие {Upi}Ni=1
и положим ε = min{εi | 1 ≤ i ≤ N}. Тогда при |t| < ε отображение F tX : M →
M определено глобально на всем M . Теперь, используя групповое свойство, легко
показать, что F tX определено глобально при любом t ∈ R. Действительно, представим
t в виде t = t1 + · · · + tk, где |ti| < ε (1 ≤ i ≤ k). Тогда F tX = F t1X ◦ · · · ◦ F

tk
X .

Правая часть этого равенства определена глобально. Следовательно и левая часть
определена глобально. �

Упражнения.
1. Пусть ϕ : M → N — гладкое отображение, X и Y — векторные поля на много-

образиях M и N соответственно. Говорим, что X и Y являются ϕ-связанными, если
(dpϕ)X(p) = Y (ϕ(p)) для любой точки p ∈M .

Пусть X1, X2 — векторные поля на M и Y1, Y2 — векторные поля на N , причем Xi
ϕ-связано с Yi (i = 1, 2). Докажите, что [X1, X2] ϕ-связано с [Y1, Y2].

2. Пусть x1, x2 — декартовы координаты на R2 и ∂1, ∂2 — координатные векторные
поля. Найдите явное выражение для потока, порожденного векторным полем X =
x1∂1+ x2∂2, и докажите полноту этого поля. Сделайте то же самое для Y = −x2∂1+
x1∂2.

6. Подмногообразия и теорема о неявной функции

Начну этот параграф с напоминания двух классических теорем из Анализа.

Теорема 6.1. (Классическая теорема о неявной функции)
Пусть (x0, y0) = (x01, . . . , x0n, y01, . . . , y0m) ∈ Rn+m. Рассмотрим систему уравнений






f1(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0,
..................................
fn(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0.

(6.1)

Предположим, что функции f1, . . . , fn определены и гладки в некоторой окрестно-
сти точки (x0, y0), эта точка удовлетворяет уравнениям (6.1) и

det
( ∂fi
∂xj
(x0, y0)

)n
i,j=1
6= 0.

Тогда уравнения (6.1) можно однозначно разрешить относительно (x1, . . . , xn) в
некоторой окрестности точки y0. Точнее, существует окрестность V ⊂ Rm точки
y0 и определенные в V гладкие функции xi = xi(y1, . . . , ym) (1 ≤ i ≤ n), такие, что
xi(y

0) = x0i и уравнения (6.1) тождественно удовлетворяются этими функциями.
Если xi = x̃i(y1, . . . , ym) (1 ≤ i ≤ n) — другой набор функций, удовлетворяющих
уравнениям (6.1) и условиям x̃i(y

0) = x0i , то x̃i ≡ xi в некоторой окрестности
точки y0.

Частным случаем Теоремы 6.1 является
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Теорема 6.2. (Классическая теорема об обратной функции) Рассмотрим систему
уравнений 





f1(x1, . . . , xn) = y1,
......................
fn(x1, . . . , xn) = yn.

(6.2)

Предположим, что функции f1, . . . , fn определены и гладки в некоторой окрестно-
сти U ⊂ Rn точки x0 и

det
( ∂fi
∂xj
(x0)
)n
i,j=1
6= 0. (6.3)

Пусть y0i = fi(x
0). Тогда уравнения (6.2) можно однозначно разрешить относи-

тельно (x1, . . . , xn) в некоторой окрестности точки y0. Точнее, существует окрест-
ность V ⊂ Rn точки y0 и определенные в V гладкие функции xi = xi(y1, . . . , ym) (1 ≤
i ≤ n), такие, что xi(y0) = x0i и уравнения (6.2) тождественно удовлетворяются
этими функциями. Если xi = x̃i(y1, . . . , ym) (1 ≤ i ≤ n) — другой набор функций,
удовлетворяющих уравнениям (6.2) и условиям x̃i(y

0) = x0i , то x̃i ≡ xi в некоторой
окрестности точки y0.

Возвращаемся к изучению гладких многообразий и отображений.

Теорема 6.3. (Теорема об обратной функции для многообразий) Пусть f : Mn →
Nn — гладкое отображение между гладкими многообразиями одинаковой размер-
ности. Если в некоторой точке p ∈M дифференциал

dpf : TpM → Tf(p)N

невырожден, то f диффеоморфно отображает некоторую окрестность U ⊂ M
точки p на некоторую окрестность V ⊂ N точки f(p).

Прежде всего прокомментируем условие невырожденности дифференциала. Для
линейного оператора A : V n → W n между двумя конечномерными векторными про-
странствами одинаковой размерности следующие условия эквивалентны: (а) A инъ-
ективен, (б) A сюръективен, (в) A биективен и (г) матрица оператора A относитель-
но выбранных в V n и W n базисов невырождена. В этом случае и сам A называется
невырожденным оператором.

Чтобы доказать Теорему 6.3 достаточно выбрать координаты в окрестностях точек
p и f(p) и записать отображение f в координатах. Мы попадем в условия Теоремы
6.2. Основное условие (6.3) Теоремы 6.2 эквивалентно требованию невырожденности
дифференциала.

Перейдем к основному понятию настоящего параграфа. Как правильно определить
k-мерное подмногообразие в n-мерном многообразии? За образец возьмем пару Rk ⊂
Rn, где Rk = {x ∈ Rn | xk+1 = · · · = xn = 0}. В общем случае пара Ak ⊂ Mn должна
быть локально, с точностью до диффеоморфизма, похожа на пару Rk ⊂ Rn. В итоге
приходим к следующему определению.

Определение 6.4. Пусть M — гладкое n-мерное многообразие. Множество A ⊂
M называется k-мерным подмногообразием, если для любой точки p ∈ A на M
существует такая карта (U,ϕ), определенная в окрестности точки p, что
ϕ(U ∩ A) = ϕ(U) ∩ Rk.
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Будем такую карту называть нормальной картой. Если (U,ϕ) — нормальная карта,
то (U∩A,ϕ|U∩A) является картой на множестве A. Если {(Ui, ϕi)}i∈I — семейство всех
нормальных карт, то {(Ui∩A,ϕi|Ui∩A)}i∈I образует гладкий атлас на A. Тем самым A
снабжается структурой гладкого многообразия размерности k. Число codimA = n−k
называется коразмерностью подмногообразия A.

Определение 6.4 можно перефразировать так: множество A ⊂ M является k-
мерным подмногообразием, если для любой точки p ∈ A существует такая локальная
система координат (U ;x1, . . . , xn), определенная в окрестности U ⊂ M точки p, что
множество U ∩ A задается в этих координатах уравнениями xk+1 = · · · = xn = 0.

Пример. Пусть Rk ⊃ U — открытое множество и f : U → Rn — гладкое отоб-
ражение. Тогда график Γf = {(x, f(x)) | x ∈ U} ⊂ U × Rn отображения f является
подмногообразием размерности k в U × Rn. Действительно, определим диффеомор-
физм ϕ : U ×Rn → U ×Rn равенством ϕ(x, y) = (x, y− f(x)). Тогда ϕ(Γf ) = U ×{0},
т.е. (U × Rn, ϕ) является нормальной картой.

С подмногообразиями тесно связаны два класса гладких отображений, которые
мы сейчас введем.

Определение 6.5. Гладкое отображение f : M → N называется погружением,
если для любой точки p ∈M дифференциал dpf : TpM → Tf(p)N инъективен (следо-
вательно, dimM ≤ dimN).

Погружение f называется вложением, если f есть гомеоморфизм многообразия
M на f(M).

Пример погружения окружности S1 в плоскость R2, не являющегося вложением,
приведен на Рис. 4. Пример инъективного погружения интервала (a, b) в плоскость
R2, не являющегося вложением, приведен на Рис. 5. Последний пример связан с
тем, что интервал (a, b) не компактен. Для компактных многообразий справедливо
следующее утверждение.

Рис. 4. Пример погружения, не являющегося вложением

Предложение 6.6. Если f : M → N — инъективное погружение и многообразие
M компактно, то f — вложение.

Это утверждение немедленно следует из теоремы Тихонова (Предложение 6.4 Гла-
вы I).

Связь между подмногообразиями и вложениями дается следующим утверждением.

Предложение 6.7. Пусть M — гладкое многообразие. Множество A ⊂ M яв-
ляется подмногообразием тогда и только тогда, когда оно есть образ некоторого
вложения.
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Рис. 5. Пример инъективного погружения, не являющегося вложением.

Я не привожу доказательства этого предложения, поскольку оно имеет чисто тех-
нический характер. Отмечу лишь, что необходимость тривиальна: если A — под-
многообразие, то оно есть образ тождественного вложения A ↪→M . Доказательство
достаточности сложнее, но не содержит принципиальных идей. Оно приведено в §1.3
книги [3].

Определение 6.8. Пусть M и N — гладкие многообразия и f :M → N — гладкое
отображение. Говорим, что точка p ∈M является регулярной точкой отображе-
ния f , если дифференциал dpf : TpM → Tf(p)N сюръективен. В противном случае
точка p называется критической точкой отображения f .

Точка q ∈ N называется регулярным значением отображения f , если все точки
множества f−1(q) являются регулярными точками отображения f . В противном
случае точка q называется критическим значением отображения f .

Согласно этому определению, все точки множества N \ f(M) являются регуляр-
ными значениями отображения f . При dimM < dimN все точки многообразия M
являются критическими точками отображения f , а множество критических значений
отображения f совпадает с f(M).

Отметим также, что p ∈ M является критической точкой функции f : M → R
тогда и только тогда, когда dpf = 0. Если (U ;x1, . . . , xn) — локальная система ко-
ординат в окрестности точки p и f = f(x1, . . . , xn) в этих координатах, то условие
dpf = 0 означает, что все частные производные первого порядка функции f обраща-
ются в нуль в точке p.

Теорема 6.9. (Малая теорема о неявной функции) Если q ∈ N — регулярное зна-
чение гладкого отображения f : Mm → Nn (m ≥ n), то f−1(q) является подмного-
образием размерности m− n в M .

Доказательство. Сначала приведем некоторые рассуждения общего характера, ко-
торые будут полезны и в дальнейшем.

Свойство множества быть подмногообразием носит локальный характер, т.е. оно
в том и только в том случае справедливо для A ⊂M , если оно справедливо для всех
Ai ⊂ Ui, где {Ai} есть открытое покрытие множества A и каждое Ui есть открытое
подмножество многообразия M , содержащее Ai. Кроме того, это свойство инвари-
антно относительно диффеоморфизмов, т.е. A ⊂ M в том и только в том случае
есть подмногообразие, если таковым является ϕ(A) ⊂ M ′, где ϕ : M → M ′ есть
диффеоморфизм.

Критические точки отображения также инвариантны относительно диффеомор-
физмов в следующем смысле. Если ϕ :M →M ′ — диффеоморфизм, то точка p ∈M
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является критической точкой отображения f : M → N тогда и только тогда, ко-
гда ϕ(p) является критической точкой отображения f ◦ ϕ−1 : M ′ → N . Это легко
проверяется с помощью цепного правила (Теорема 4.6).

Пусть q ∈ N — регулярное значение гладкого отображения f :Mm → Nn. Выберем
атлас {(Vi, ψi)}i∈I на N и затем найдем такой атлас {(Ui, ϕi)}i∈I на M , что f(Ui) ⊂
Vi. В силу локальности достаточно доказать, что если q ∈ Vi, то множество Ui ∩
f−1(q) является подмногообразием размерности m− n в Ui. Пусть ϕ(Ui) = Ũi ⊂ Rm.
Точка q̃ = ψi(q) ∈ Rn является регулярным значением отображения f̃i = ψi ◦ f ◦
ϕ−1i : Ũi → Rn. В силу инвариантности достаточно доказать, что f̃−1i (q̃) является
подмногообразием размерности m− n в Ũi.

Таким образом мы свели Теорему 6.9 к частному случаю, когда M есть открытое
множество в Rm, а N = Rn. Это сведение служит иллюстрацией общего принципа
взаимодействия локального с глобальным. В дальнейшем мы будем неоднократно
использовать этот принцип, не приводя подробностей.

Итак, пусть Rm ⊃ U — открытое множество и q ∈ Rn — регулярное значение глад-
кого отображения f : U → Rn. Без ограничения общности можем считать, что q = 0
(изменив координаты в Rn). Пусть f(x1, . . . , xm) = (f1(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm)).
Тогда f−1(q) состоит из точек (x1, . . . , xm) ∈ U , удовлетворяющих уравнениям






f1(x1, . . . , xm) = 0,
......................
fn(x1, . . . , xm) = 0.

(6.4)

Фиксируем точку p ∈ f−1(q). Без ограничения общности можно считать, что p = 0
(изменив координаты в Rm). Поскольку p есть регулярная точка отображения f , то
ранг матрицы Якоби

( ∂fi
∂xj
(0)
)1≤i≤n
1≤j≤m

равен n, т.е. у этой матрицы есть отличный от нуля минор размера n. Без огра-
ничения общности можем считать, что этот минор образован первыми n строками,
т.е.

det
( ∂fi
∂xj
(0)
)n
i,j=1
6= 0

(в противном случае просто переименуем координаты (x1, . . . , xm)). Согласно клас-
сической теореме о неявной функции, система (6.4) однозначно разрешима отно-
сительно переменных (x1, . . . , xn) в некоторой окрестности нуля. Точнее, найдет-
ся окрестность W ⊂ Rm−n точки 0 и определенные в W гладкие функции xi =
ϕi(xn+1, . . . , xm) (1 ≤ i ≤ n), удовлетворяющие ϕi(0) = 0 и такие, что уравнения
(6.4) тождественно удовлетворяются этими функциями. Другими словами, пересече-
ние множества f−1(q) с U ∩ (W × Rn) совпадает с графиком гладкого отображения
ϕ : W → Rn. Как показано в приведенном выше примере, график Γϕ является под-
многообразием размерности m− n в Rm. �

Пример. В §2 мы определили стандартную гладкую структуру на сфере Sn = {x ∈
Rn+1 |

∑n+1
i=1 x

2
i = 1} путем введения атласа и проверки согласованности его карт. Те-

перь мы имеем возможность гораздо более краткого определения той же структуры
с помощью Теоремы 6.3. Действительно, Sn = f−1(1) для функции f : Rn+1 → R,
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определяемой равенством f(x) =
∑n+1
i=1 x

2
i . Проверьте, что 1 есть регулярное значе-

ние функции f . Согласно Теореме 6.3, Sn есть n-мерное подмногообразие в Rn+1. В
частности, это означает, что Sn снабжено структурой гладкого многообразия.

Определение 6.10. Пусть f : M → N — гладкое отображение и A — подмного-
образие в N . Говорим, что отображение f трансверсально к подмногообразию A,
если в каждой точке p ∈ f−1(A) справедливо равенство

(dpf)(TpM) + Tf(p)A = Tf(p)N. (6.5)

Следует сделать пояснение по поводу левой части формулы (6.5). Если i : A ↪→ N —
тождественное вложение, то дифференциал dqi : TqA→ TqN инъективен для любой
точки q ∈ A. Мы рассматриваем этот дифференциал как вложение TqA ⊂ TqN . Тем
самым TqA становится векторным подпространством в TqN . Равенство (6.5) означает,
что любой вектор X ∈ Tf(p)N представим в виде X = (dpf)Y + Z, где Y ∈ TpM и
Z ∈ Tf(p)A.

Теорема 6.11. (Большая теорема о неявной функции) Пусть гладкое отображение
f : M → N трансверсально к подмногообразию A ⊂ N . Тогда f−1(A) является
подмногообразием в M и codim f−1(A) = codimA.

Доказательство. Утверждение носит локальный характер. С помощью рассужде-
ний, аналогичных приведенным в начале доказательства Теоремы 6.9, сводим дело
к частному случаю, когда пара A ⊂ N совпадает с парой Rk ⊂ Rn.

Итак, пусть гладкое отображение f :M → Rn трансверсально к подмногообразию
Rk = {x ∈ Rn | xk+1 = · · · = xn = 0}. Представим Rn в виде Rn = Rk × Rn−k, где
Rn−k = {x ∈ Rn | x1 = · · · = xk = 0}, и пусть π : Rk × Rn−k → Rn−k — проекция на
второй сомножитель. Докажем следующее утверждение (см. Рис. 6):

(*) Точка 0 ∈ Rn−k есть регулярное значение отображения g = π ◦ f :M → Rn−k.

Рис. 6. g = π ◦ f .

Действительно, очевидно g−1(0) = f−1(Rk). В силу условия трансверсальности,

(dpf)(TpM) + Rk = Rn (6.6)

для любой точки p ∈ f−1(Rk) (мы отождествили касательное пространство Tf(p)Rk с
самим Rk как указано в Примере 2 из §2). Применим линейный оператор π к обеим
частям равенства (6.6). Поскольку π|Rk = 0 и π|Rn−k = I, получим

(π(dpf))(TpM) = Rn−k.
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Поскольку отображение π линейно, оно совпадает со своим дифференциалом. При-
меняя цепное правило, из предыдущую формулы получаем равенство

(dpg)(TpM) = (dp(π ◦ f))(TpM) = ((dpg))(TpM) = Rn−k,

означающее, что p является регулярной точкой отображения g. Тем самым утвер-
ждение (*) доказано.

Применяя Теорему 6.9 к отображению g, получаем: множество g−1(0) = f−1(Rk)
является подмногообразием размерности dimM − (n− k) в M . �

Упражнения.
1. Докажите, что группа O(n) всех ортогональных n×n-матриц является компакт-

ным подмногообразием векторного пространства Rn2 всех n × n-матриц и найдите
размерность этого подмногообразия.

2. Пусть M — компактное многообразие. Докажите, что всякая гладкая функция
f :M → R имеет по крайней мере две критические точки.

3. Пусть y ∈ R — регулярное значение гладкой функции f : S1 → R.
(a) Докажите, что f−1(y) состоит из четного числа точек.
(б) Если f−1(y) состоит из 2k точек, то у f имеется по крайней мере 2k критических

точек. Докажите.
3. Вложим тор T 2 = S1 × S1 в трехмерное евклидово пространство (x, y, z) как

показано на Рис. 7 (колесо автомобиля, стоящего на горизонтальной плоскости z =
const). Найдите критические точки функции f : T 2 → R, f(x, y, z) = z.

Рис. 7. Тор, вложенный в R3.
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7. Теорема Сарда

В Анализе изучается мера Лебега на евклидовом пространстве. В полной мере это
понятие нас не интересует поскольку мера Лебега не сохраняется при диффеомор-
физмах. Но есть один важный частный случай, инвариантный относительно диф-
феоморфизмов: множество меры нуль. Приведем соответствующие определения.
n-мерным кубом с ребром a > 0 и с центром в точке x0 ∈ Rn будем называть

множество In = {x ∈ Rn | |xi − x0i | ≤ a/2}. Объем такого куба по определению равен
V (In) = an. Говорим, что множество A ⊂ Rn имеет меру нуль, если для любого
ε > 0 его можно покрыть счетным числом кубов {Ini }∞i=1, A ⊂

⋃∞
i=1 I

n
i , таких, что∑∞

i=1 V (I
n
i ) < ε. Объединение счетного семейства множеств меры нуль есть снова

множество меры нуль.

Лемма 7.1. Пусть U — открытое множество в Rn и f : U → Rn — гладкое
отображение. Если множество A ⊂ U имеет меру нуль, то f(A) тоже имеет
меру нуль.

Доказательство. Каждая точка множества A принадлежит некоторому открытому
шару B ⊂ U , на котором норма ‖dxf‖ ограничена некоторым числом K. Тогда

‖f(x)− f(y)‖ ≤ K‖x− y‖ (x, y ∈ B).

Отсюда следует, что если In ⊂ B есть куб с ребром a, то f(In) содержится в кубе
с ребром ≤

√
nKa, объем которого не превосходит K ′V (In), где K ′ = (

√
nK)n. Это

влечет утверждение леммы для множества меры нуль A ⊂ B. Поскольку все множе-
ство U можно покрыть счетным числом таких шаров, то утверждение справедливо
и для любого множества меры нуль A ⊂ U . �

Лемма 7.1 означает, в частности, инвариантность множеств меры нуль относи-
тельно диффеоморфизмов. Поэтому мы можем перенести это понятие на множества
в многообразиях.

Определение 7.2. Пусть M — гладкое n-мерное многообразие. Говорим, что мно-
жество A ⊂ M имеет меру нуль, если для любой карты (U,ϕ) многообразия M
множество ϕ(U ∩ A) ⊂ Rn имеет меру нуль.

Теорема 7.3. (Теорема Сарда) Пусть M,N — гладкие многообразия. Множество
всех критических значений гладкого отображения f : M → N является множе-
ством меры нуль в N .

Следствие 7.4. Если dimM < dimN , то f(M) является множеством меры нуль
в N для любого гладкого отображения f :M → N .

Мы уже пользовались Следствием 7.4 при доказательстве Леммы 9.3 из §1.9.
Перейдем к доказательству теоремы Сарда. Так же, как при доказательстве малой

теоремы о неявной функции в предыдущем параграфе, пользуясь локальностью и
инвариантностью всех участвующих в теореме понятий, мы сводим дело к частному
случаю, когда M — открытое множество в Rm и N = Rn. Таким образом, речь идет
о следующем утверждении.

Лемма 7.5. Пусть U — открытое множество в Rm и f : U → Rn — гладкое
отображение. Множество всех критических значений отображения f является
множеством меры нуль в Rn.
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Доказательство будет вестись индукцией по m. Заметим, что утверждение имеет смысл
при m ≥ 0 и n ≥ 1. (По определению R0 состоит из одной точки). Начнем индукцию:
утверждение, несомненно, верно при m = 0.

Пусть C ⊂ U — множество всех критических точек отображения f . Его образ
f(C) ⊂ Rn есть множество всех критических значений отображения f . Пусть Ci ⊂
C (i = 1, 2, . . . ) означает множество всех таких точек x ∈ U , что все частные про-
изводные функции f порядка ≤ i обращаются в точке x в нуль. Таким образом, мы
имеем убывающую последовательность замкнутых множеств

C ⊃ C1 ⊃ C2 ⊃ C3 ⊃ . . . .

Доказательство будет разбито на три шага.
1-й шаг. Образ f(C \ C1) имеет меру нуль.
2-й шаг. Образ f(Ci \ Ci+1) имеет меру нуль при i > 1.
3-й шаг. Образ f(Ck) имеет меру нуль для достаточно большого k.

Шаг 1. Можно считать, что n ≥ 2, поскольку C = C1 при n = 1. Нам понадобится
следующее следствие известной теоремы Фубини.

Измеримое множество A ⊂ Rn = R1×Rn−1 имеет меру нуль, если оно пересека-
ется с каждой гиперплоскостью {const}×Rn−1 по множеству (n−1)-мерной меры
нуль.

Для каждой точки x0 ∈ C \C1 мы найдем такую окрестность V ⊂ Rm, что f(V ∩C)
имеет меру нуль. А так как C \C1 покрывается счетным числом таких окрестностей,
то отсюда будет следовать, что мера f(C \ C1) равна нулю.

Пусть f(x) = (f1(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm)). Так как x0 /∈ C1, то существует
некоторая частная производная первого порядка, например, ∂f1/∂x1, отличная от
нуля в точке x0. Рассмотрим отображение h : U → Rm, определенное равенством

h(x) = (f1(x), x2, . . . , xm).

Так как дифференциал dx0h невырожден, то h диффеоморфно отображает некото-
рую окрестность V точки x0 на открытое множество V ′ (мы применили теорему об
обратной функции). Композиция g = f ◦ h−1 отображает V ′ в Rn. Заметим, что мно-
жество C ′ критических точек отображения g совпадает с h(V ∩ C); следовательно
множество g(C ′) критических значений для g есть в точности f(V ∩ C); см. Рис. 8.

Для каждой точки (t, x2, . . . , xm) ∈ V ′ точка g(t, x2, . . . , xm) принадлежит гипер-
плоскости {t}×Rn−1 ⊂ Rn, т.е. g переводит гиперплоскости в гиперплоскости. Пусть

gt :
(
{t} × Rm−1

)
∩ V ′ −→ {t} × Rn−1

обозначает ограничение отображения g на область в гиперплоскости {t} × Rm−1.
Заметим, что точка гиперплоскости {t} × Rm−1 является критической для gt тогда
и только тогда, когда она — критическая точка для g, так как матрица частных
производных отображения g имеет вид

(
∂gi

∂xj

)
=

(
1 0
∗ (∂gti/∂xj)

)
.

В соответствии с предположением индукции, множество критических значений
для gt имеет меру нуль в {t} ×Rn−1. Поэтому множество критических значений для
g пересекается с каждой гиперплоскостью по множеству меры нуль. Это множество
g(C ′) измеримо, так как оно может быть представлено в виде счетного объединения
компактных множеств. Значит, по упомянутому следствию теоремы Фубини, множе-
ство g(C ′) = f(V ∩ C) имеет меру нуль. Первый шаг завершен.
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Рис. 8. Построение отображения g

Шаг 2.
Для точки x0 ∈ Ci \ Ci+1 существует производная ∂i+1fr/∂xs1 . . . ∂xsi+1 порядка

(i+ 1), отличная от нуля в точке x0. Стало быть, функция

w(x) =
∂ifr

∂xs2 . . . ∂xsi+1

обращается в нуль в точке x0, но ∂w/∂xs1 не равна нулю. Предположим для опреде-
ленности, что s1 = 1. Тогда отображение h : U → Rm, определенное формулой

h(x) = (w(x), x2, . . . , xm),

диффеоморфно отображает некоторую окрестность V точки x0 на открытое мно-
жество V ′. Заметим, что h переводит Ci ∩ V в гиперплоскость {0} × Rm−1. Опять
рассмотрим

g = f ◦ h−1 : V ′ → Rn.
Пусть

g̃ : ({0} × Rm−1) ∩ V ′ −→ Rn

обозначает ограничение отображения g. По предположению индукции множество
критических значений отображения g̃ имеет меру нуль в Rn. Но все точки множе-
ства h(Ci ∩ V ) заведомо являются критическими точками для g̃, так как в них все
производные порядка ≤ i равны нулю. Поэтому множество

g̃h(Ci ∩ V ) = f(Ci ∩ V )

имеет меру нуль.
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Из того, что Ci \Ci+1 покрывается счетным числом таких окрестностей V , следует,
что f(Ci \ Ci+1) имеет меру нуль.

Шаг 3. Пусть Im ⊂ U — куб с ребром δ.
Если k достаточно велико (точнее, k > m/n − 1), то мы докажем, что f(Ck ∩ Im)

имеет меру нуль. Так как Ck может быть покрыто счетным числом таких кубиков,
то отсюда будет следовать, что f(Ck) имеет меру нуль.

Используя ряд Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа, компактность
куба Im и определение Ck, мы можем написать

f(x+ h) = f(x) +R(x, h),

где
‖R(x, h)‖ ≤ C‖h‖k+1 (7.1)

при x ∈ Ck ∩ Im, x+ h ∈ Im. Здесь C — постоянная, зависящая только от f и Im.
Теперь разделим Im на rm кубиков с ребром δ/r. Пусть I1 — кубик получившегося

разбиения, который содержит точку x ∈ Ck. Тогда любая точка кубика I1 может
быть записана в виде x + h, где ‖h‖ ≤

√
m(δ/r). Из неравенства (7.1) следует, что

f(I1) лежит в кубе с ребром a/rk+1, где a = 2C(
√
mδ)k+1.

Следовательно, f(Ck ∩ Im) содержится в объединении самое большее rm кубиков,
имеющих общий объем

V ≤ rm(a/rk+1)n = anrm−(k+1)n.

Если
k + 1 > m/n, (7.2)

то очевидно, что V стремится к нулю при r → ∞. Поэтому множество f(Ck ∩ Im)
должно иметь меру нуль. Доказательство теоремы Сарда закончено. �

В начале этой главы упоминалось, что все утверждения формулируются для глад-
ких (т.е. класса C∞) многообразий и отображений, чтобы не загромождать доказа-
тельства несущественными деталями. На самом деле каждое утверждение справед-
ливо для многообразий и отображений класса Cr с некоторым конечным r. Обсудим
этот вопрос для теоремы Сарда: каково минимальное значение r, для которого утвер-
ждение Леммы 7.5 справедливо при f ∈ Cr? На шаге 3 мы воспользовались тем, что
f ∈ Ck+1, где k удовлетворяет (7.2). Но дело в том, что доказательство велось индук-
цией по m и надо, чтобы неравенство (7.2) выполнялось на каждом шаге индукции.
Если аккуратно проанализировать доказательство, то получается следующее мини-
мальное значение

r = max{1,m− n+ 1},
для которого утверждение Леммы 7.5 справедливо при f ∈ Cr.

В заключение параграфа приведем две иллюстрации к теореме Сарда. Пусть f :
R→ R — функция класса C1. Если y есть регулярное значение f , то горизонтальная
прямая R× {y} ⊂ R×R трансверсальна графику функции f (Рис. 9а). Таким обра-
зом, теорема Сарда показывает, что “большинство” горизонтальных прямых транс-
версально графику.

Рассмотрим теперь функцию f : R2 → R. Теорема Сарда утверждает, что боль-
шинство горизонтальных плоскостей R2 × {z} ⊂ R2 × R трансверсально графику
функции f , если f принадлежит классу C2 (Рис. 9б). Это выглядит правдоподоб-
ным. Но не менее правдоподобным это утверждение кажется и в случае, когда f
принадлежит только классу C1. Однако Уитни нашел контрпример к последнему
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Рис. 9. Почти все горизонтальные гиперплоскости трансверсальны
графику гладкой функции.

утверждению! Он построил такую C1-функцию f : R2 → R, что множество критиче-
ских точек f содержит топологическую линию γ ⊂ R2, но сужение f |γ не постоянно,
так что f(γ) содержит открытое подмножество прямой R. Это приводит к следую-
щему парадоксу: график функции f есть поверхность S ⊂ R3, на этой поверхности
лежит линия δ = {(x, y, f(x, y)) | (x, y) ∈ γ}, в каждой точке которой поверхность
имеет горизонтальную касательную плоскость, и все же δ не имеет постоянной вы-
соты. Чтобы представить это себе более ярко, можно считать, что S есть холмистая
местность, а δ — дорога на ней. В каждой точке дороги местность горизонтальна, а
дорога тем не менее имеет подъемы и спуски.

8. Вложение многообразий в евклидово пространство

Приведенное в §1 этой главы определение гладкого многообразия довольно сложно.
На первый взгляд может показаться, что подмногообразия евклидова пространства
устроены проще, чем общие многообразия. Действительно, множество M ⊂ Rn явля-
ется k-мерным подмногообразием тогда и только тогда, когда локально оно совпадает
с графиком гладкой функции, т.е. для каждой точки p ∈M существует такая окрест-
ность U ⊂ Rn, что M∩U совпадает с графиком гладкого отображения Rk ⊃ V

f→Rn−k
для подходяще выбранной декартовой системы координат в Rn; см. Рис. 10.

Однако оказывается, что любое гладкое многообразие можно реализовать в ка-
честве подмногообразия евклидова пространства. Интересен также вопрос о нахож-
дении минимального n, такого, что данное многообразие можно реализовать в ка-
честве подмногообразия в Rn. В настоящем параграфе мы рассмотрим эти вопросы
для компактных многообразий. Все результаты этого параграфа обобщаются и на
некомпактные многообразия ценой некоторого усложнения доказательств.

Теорема 8.1. Любое компактное гладкое многообразие можно вложить в Rq при
достаточно большом q.

Доказательство. Пусть n = dimM . Через Bnr обозначаем открытый шар в Rn ради-
уса r с центром в нуле. Так как многообразие M компактно, оно обладает конечным
атласом, и легко построить для него конечный атлас {(Ui, ϕi)}mi=1 с двумя свойствами:
M =

⋃m
i=1 ϕ

−1
i (Bn1 ) и ϕi(Ui) ⊂ Bn2 для каждого i (см. Лемму 3.7). Фиксируем такую



ГЛАВА II. ГЛАДКИЕ МНОГООБРАЗИЯ 31

Рис. 10. Подмногообразие евклидова пространства локально есть гра-
фик гладкого отображения.

гладкую функцию µ : Rn → R, что µ|Bn1 = 1 и µ|Rn\Bn2 = 0 (см. Лемму 3.4). Далее,
определим гладкие функции µi :M → R, положив

µi =

{
µ ◦ ϕi на Ui,
0 на M \ Ui.

Очевидно, множества Vi = µ−1i (1) ⊂ Ui покрывают M . Далее, определим гладкие
отображения fi :M → Rn формулой

fi(x) =

{
µi(x)ϕi(x), если x ∈ Ui,
0 если x ∈M \ Ui.

и, наконец, положим
gi = (fi, µi) :M → Rn × R = Rn+1,

g = (g1, . . . , gm) :M → Rn+1 × · · · × Rn+1 = Rm(n+1).
Ясно, что g есть гладкое отображение.

Если x ∈ Vi, то дифференциал dxgi, а с ним и дифференциал dxg, инъективен.
Поскольку {Vi}mi=1 — покрытие M , это доказывает, что g является погружением.

Покажем, что g инъективно. Пусть y ∈ Vi и x 6= y. Если x ∈ Vi, то g(x) 6= g(y),
потому что fi|Vi = ϕi|Vi . Если же x /∈ Vi, то µi(y) = 1 6= µi(x) и опять таки g(x) 6= g(y).

Итак, мы убедились, что g — инъективное погружение. Применяя предложение
6.6, убеждаемся, что g есть вложение. �

Теорема 8.2. (Слабая теорема Уитни) Любое компактное гладкое n-мерное много-
образие M можно погрузить в R2n и можно вложить в R2n+1.

Доказательство. Мы будем доказывать второе утверждение. При этом выяснится,
что доказательство первого утверждения является частью доказательства второго.

В силу Теоремы 8.1, многообразиеM вкладывается в некоторое Rq. Если q ≤ 2n+1,
то доказывать больше нечего, так что мы предположим, что q > 2n + 1. Поскольку
многообразие M можно заменить его образом при вложении (см. Предложение 6.7),
мы будем считать, что M есть подмногообразие пространства Rq. Достаточно пока-
зать, что M вкладывается в Rq−1: чтобы получить вложение в R2n+1, нужно просто
повторить это рассуждение надлежащее число раз.
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Итак, мы предполагаем, что M ⊂ Rq, q > 2n + 1. Отождествляем Rq−1 с {x ∈
Rq | xq = 0}. Для вектора v ∈ Rq \ Rq−1 обозначим через πv : Rq → Rq−1 проекцию с
направлением проектирования v. Мы найдем такой вектор v, что

πv|M :M → Rq−1

будет вложением (см. Рис. 11). Искать будем среди единичных векторов, т.е. ‖v‖ = 1.

Рис. 11. Проектирование подмногообразия на гиперплоскость

Что требуется от v? Инъективность отображения πv|M означает, что вектор v не
параллелен никакой хорде многообразия M ; другими словами, для любых двух раз-
личных точек x, y многообразия M должно выполняться условие

v 6= x− y
‖x− y‖

. (8.1)

Более деликатным является требование, чтобы отображение πv|M было погруже-
нием. Ядро линейного отображения πv есть, очевидно, одномерное векторное подпро-
странство в Rq с направляющим вектором v. Поэтому касательный вектор X ∈ TM
тогда и только тогда удовлетворяет (dxπv)X = 0, когда он пропорционален v. Таким
образом, πv|M будет погружением в том и только в том случае, когда для всякого
ненулевого вектора X ∈ TM выполнено условие

v 6= X

‖X‖
. (8.2)

Здесь ‖X‖ имеет смысл поскольку TxM отождествляется с векторным подпростран-
ством пространства Rq.

Пусть ∆ = {(x, x) | x ∈ M} ⊂ M ×M — диагональ. Условие (8.1) можно исследо-
вать при помощи гладкого отображения

σ : (M ×M) \∆→ Sq−1, σ(x, y) =
x− y
‖x− y‖

.

Ясно, что вектор v удовлетворяет условию (8.1) тогда и только тогда, когда он не
принадлежит образу отображения σ. Заметим, что (M×M)\∆, рассматриваемое как
открытое подмножество произведения M×M , является многообразием размерности

dim ((M ×M) \∆) = 2n < dimSq−1.
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Согласно Следствию 7.4 теоремы Сарда, образ отображения σ имеет меру нуль. Сле-
довательно, условие (8.1) выполняется для почти всех v ∈ Sq−1 (т.е. для всех v за
исключением множества меры нуль).

Переходя к условию (8.2), заметим, что оно выполнено для всех 0 6= X ∈ TM , если
оно выполнено для всех X с ‖X‖ = 1. Положим

T1M = {X ∈ TM | ‖X‖ = 1}.

Это многообразие единичных касательных векторов многообразия M . Оно является
подмногообразием коразмерности 1 в касательном расслоении TM . Чтобы убедиться
в этом, заметим, что T1M = ν−1(1), где ν : TM → R — функция, определяемая
равенством ν(X) = ‖X‖2. Ясно, что функция ν гладкая и 1 есть регулярное значение
этой функции. Применяя малую теорему об обратной функции, убеждаемся, что T1M
есть гладкое многообразие размерности 2n− 1.

Определим гладкое отображение τ : T1M → Sq−1 следующим образом. Отожде-
ствив TM с подмножеством произведения M×Rq, мы делаем T1M подмногообразием
произведения M × Sq−1. Отображение τ определяется просто как сужение на T1M
проекции последнего произведения на Sq−1. Геометрически τ есть параллельное пе-
ренесение единичных векторов, приложенных в точках многообразия M , в точку
0. Вектор v ∈ Sq−1 удовлетворяет условию (8.2) тогда и только тогда, когда он не
принадлежит образу отображения τ . Заметив, что

dimT1 = 2n− 1 < dimSq−1, (8.3)

мы опять применяем Следствию 7.4 теоремы Сарда и убеждаемся, что условие (8.2)
выполнено для почти всех v ∈ Sq−1.

Итак, найдется вектор v ∈ Sq−1 \ Rq−1, удовлетворяющий условиям (8.1) и (8.2).
Для такого вектора отображение πv : M → Rq−1 является вложением. Тем самым
второе утверждение Теоремы 8.2 доказано.

При доказательстве первого утверждения условие (8.1) не используется и мы долж-
ны найти вектор v, удовлетворяющий лишь условию (8.2). Как видно из (8.3), это
возможно при q > 2n. �

Как отмечалось выше, Теорема 8.2 справедлива и для некомпактных многообра-
зий. При этом все рассуждения, приведенные в доказательстве Теоремы 8.2, остаются
в силе, если утверждение Теоремы 8.1 справедливо для некомпактных многообразий.
Последнее доказывается путем некоторого усложнения доказательства Теоремы 8.1.

Теперь обсудим более принципиальный вопрос: являются ли значения q = 2n и
q = 2n + 1 минимальными, при которых справедливы первое и второе утверждения
Теоремы 8.2 соответственно? Оказывается, оба эти значения можно уменьшить на
единицу.

Теорема 8.3. (Сильная теорема Уитни) Любое гладкое n-мерное многообразие мож-
но погрузить в R2n−1 и можно вложить в R2n.

Приводимые в этой теореме значения q = 2n − 1 и q = 2n не улучшаемы. Напри-
мер, проективное пространство RP n нельзя вложить в R2n−1. Это доказывается с
помощью некоторых методов алгебраической топологии, выходящих за рамки наше-
го курса.
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Мы не приводим здесь доказательство Теоремы 8.3, обсудив лишь вкратце принци-
пиальную разницу между Теоремами 8.2 и 8.3. Внимательно посмотрев на приведен-
ное доказательство Теоремы 8.2, можно заметить, что ее легко превратить в аппрок-
симационную теорему: для любого гладкого отображения g :Mn → Rq с q ≥ 2n+1 и
любого ε > 0 существует гладкое вложение f :Mn → Rq, такое, что ‖f(x)−g(x)‖ < ε
для всех x ∈ M . Другими словами: любое отображение g : Mn → Rq можно превра-
тить во вложение посредством сколь угодно малого изменения. Теорема 8.3 уже не
имеет аппроксимационного характера, как видно из следующего примера. Рассмот-
рим погружение g : S1 → R2 окружности в плоскость в виде “восьмерки”, см. Рис.
12. Понятно, что это погружение нельзя превратить во вложение посредством мало-
го шевеления. Но если ту же восьмерку рассматривать как погружение g : S1 → R3
в трехмерное пространство, то такое превращение очевидно. Из-за этой разницы до-
казательство Теоремы 8.3 требует новых, по сравнению с доказательством Теоремы
8.2, аргументов, носящих нелокальный характер.

Рис. 12. Погружение g : S1 → R2 окружности в плоскость в виде “восьмерки”.

Упражнения
1. Докажите, что произведение Sn× Sn двух сфер одинаковой размерности можно

вложить в R2n+1. (Указание: проанализируйте случай n = 1 и обобщите его на про-
извольное n). Более обще: произведение Sn1×· · ·×Snk можно вложить в Rn1+···+nk+1.

2. Докажите, что проколотый тор S1 × S1 \ {точка} можно погрузить в R2. (Ука-
зание: растяните прокол).

9. Многообразия с краем

Согласно приведенному в §1 определению многообразия, диск Dnr = {x ∈ Rn |
‖x‖ ≤ r} не является многообразием. Тем не менее, на нем естественным образом
определены гладкие функции, касательные векторы и многие другие понятия диф-
ференциальной топологии. Мы собираемся расширить понятие многообразия так,
чтобы Dnr и подобные ему пространства стали гладкими многообразиями.

В качестве модели возьмем замкнутое полупространство

Rn+ = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn | xn ≥ 0},

рассматриваемое с индуцированной из Rn топологией. Обозначим также ∂Rn+ = {x ∈
Rn | xn = 0} ⊂ Rn+. Пусть U ⊂ Rn+ — открытое множество. Говорим, что отображе-
ние f : U → Rm является гладким в окрестности точки x ∈ U , если существуют
открытое множество V ⊂ Rn, x ∈ V и гладкое отображение f̃ : V → Rm, такие, что
f̃ |U∩V = f |U∩V . Говорим, что f гладко, если оно гладко в окрестности каждой точки
x ∈ U .
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Теперь мы повторяем почти буквально все определения, приведенные в начале §1,
с единственным исключением: в качестве модельного пространства используется Rn+
вместо Rn.

Хаусдорфово топологическое пространство M , удовлетворяющее второй аксиоме
счетности, называется топологическим многообразием с краем размерности n, если
оно локально гомеоморфно Rn+, т.е. у каждой точки x ∈ M существует открытая
окрестность U ⊂ M и гомеоморфизм ϕ : U → V , где V — некоторое открытое мно-
жество в Rn+. Отметим, что если V не пересекается с ∂Rn+, то V является открытым
множеством в Rn. Поэтому прежнее понятие топологического многообразия является
частным случаем приведенного определения.

Пусть M — топологическое многообразие с краем размерности n. Картой на M
называем пару (U,ϕ), где U — открытое множество в M и ϕ — гомеоморфизм множе-
ства U на некоторое открытое множество в Rn+. Далее вводим понятие гладкой согла-
сованности двух карт, определяем атлас, эквивалентность атласов и, наконец, опре-
деляем гладкую структуру как класс эквивалентности гладких атласов. Таким обра-
зом приходим к определению гладкого многообразия с краем, включающего прежнее
определение в качестве частного случая. Конечно, все это можно определить и для
дифференцируемых структур класса Cr с конечным r.

Пусть M — гладкое многообразие с краем размерности n и (U,ϕ) — карта на M .
Говорим, что точка x ∈ U является краевой точкой по отношению к карте (U,ϕ), если
ϕ(x) ∈ ∂Rn+. Это условие не зависит от выбора карты, как показывает следующая
Лемма 9.1. (Инвариантность края) Пусть U и V — открытые множества в Rn+
и ϕ : U → V — диффеоморфизм. Если x ∈ U ∩ ∂Rn+, то ϕ(x) ∈ ∂Rn+.
Доказательство. Доказываем от противного. Предположим, что ϕ(x) ∈ Rn+ \ ∂Rn+.
Найдем открытое множество Ũ в Rn, содержащее точку x, и гладкое отображение
ϕ̃ : Ũ → Rn, такое, что ϕ̃|Ũ∩U = ϕ|Ũ∩U . Поскольку дифференциал dxϕ̃ = dxϕ невы-
рожден, то, применив теорему об обратной функции и уменьшив Ũ , мы можем счи-
тать, что ϕ̃ есть диффеоморфизм области Ũ на ϕ̃(Ũ). Область Ũ разбивается гипер-
плоскостью ∂Rn+ на две “полуокрестности” точки x: множество Ũ ∩ Rn+ и множество
Ũ ∩ (Rn \ Rn+). Диффеоморфизм ϕ̃ сохраняет эту картинку, т.е. область ϕ̃(Ũ) разби-
вается гиперповерхностью ϕ̃(∂Rn+) на две “полуокрестности” точки ϕ̃(x): множество
ϕ̃(Ũ ∩ Rn+) и множество ϕ̃(Ũ ∩ (Rn \ Rn+)) (См Рис. 13). Следовательно, множество
ϕ̃(Ũ ∩Rn+) = ϕ(Ũ ∩Rn+) не может быть окрестностью точки ϕ̃(x). С другой стороны,
поскольку ϕ : U → V — диффеоморфизм и Ũ ∩ Rn+ — окрестность точки x в Rn+,
множество ϕ̃(Ũ ∩ Rn+) должно быть окрестностью точки ϕ̃(x). Противоречие. �

Множество всех x ∈M , являющихся краевыми точками по отношению к некоторой
(а, значит, и любой) карте, содержащей x, обозначается ∂M и называется краем
многообразия M . Старое определение многообразия, приведенное в §1, совпадает
с новым в частном случае ∂M = ∅. Впредь такие многообразия будем называть
многообразиями без края.

Пусть M есть гладкое n-мерное многообразие с краем. Карта (U,ϕ) на M опреде-
ляет карту (U ∩∂M,ϕ|U∩∂M) на ∂M , где ϕ|U∩∂M — гомеоморфизм множества U ∩∂M
на некоторое открытое множество в ∂Rn+ = Rn−1. Если {(Uα, ϕα)} есть атлас на
M , то {(Uα ∩ ∂M,ϕα|Uα∩∂M)} является атласом на ∂M . Тем самым ∂M становится
(n − 1)-мерным многообразием без края. Ср. это с абзацем после определения 6.4 в
§6. Впредь ∂M всегда рассматривается в качестве гладкого многообразия без края с
только-что введенной гладкой структурой.



36 В. А. Шарафутдинов

Рис. 13. К доказательству инвариантности края. Слева заштриховано
множество Ũ ∩ Rn+; справа заштриховано множество ϕ(Ũ ∩ Rn+).

Большинство из понятий, введенных ранее для многообразий без края, букваль-
но переносятся на многообразия с краем: гладкое отображение и диффеоморфизм,
касательное пространство и касательное расслоение, дифференциал гладкого отоб-
ражения, векторное поле. Не требуют серьезных изменений понятия погружения и
вложения.

Некоторая осторожность необходима, однако, при рассмотрении понятия подмно-
гообразия. Хотелось бы, например, считать диск Dnr (x0) = {x ∈ Rn | ‖x − x0‖ ≤ r}
подмногообразием пространства Rn. Но что делать, скажем, с двумерным диском,
который лежит в полупространстве R2+ и граница которого пересекается с ∂R2+ по
одной точке? Или, еще хуже, по канторову множеству. Все это — образы вложений,
и мы должны считать их подмногообразиями.

Не вдаваясь в определение подмногообразия в общем случае, мы обсудим лишь два
наиболее важных частных случая так называемых правильных подмногообразий.

Случай 1. Пусть M — гладкое n-мерное многообразие (с краем или без). Множе-
ство A ⊂ M называется правильным n-мерным подмногообразием в M , если (а) A
есть образ гладкого вложения некоторого n-мерного многообразия (с краем или без)
в M (тем самым A само наделено структурой гладкого n-мерного многообразия); и
(б) ∂M ∩ ∂A = ∅.

Чаще всего такие подмногообразия появляются в ситуации, описанной в следую-
щем утверждении.

Предложение 9.2. Пусть M — гладкое n-мерное многообразие без края, f :M → R
— гладкая функция и a ∈ R — регулярное значение функции f . Тогда множество
{x ∈M | f(x) ≤ a} есть правильное n-мерное подмногообразие в M с краем f−1(a).

Чтобы доказать это утверждение, достаточно заметить, что, согласно малой теоре-
ме о неявной функции, f−1(a) является (n−1)-мерным подмногообразием (без края)
в M . Остальное очевидно.

Например, диск Dnr (x0) есть правильное n-мерное подмногообразие в Rn поскольку
r2 есть регулярное значение функции f : Rn → R, f(x) = ‖x−x0‖2 для любого r > 0.

Случай 2. Пусть M — гладкое n-мерное многообразие (с краем или без). Множе-
ство A ⊂M называется правильным k-мерным подмногообразием (k < n) в M , если
(а) A есть образ гладкого вложения некоторого k-мерного многообразия (с краем или
без) в M (тем самым A само наделено структурой гладкого k-мерного многообразия);
(б) ∂A = ∂M ∩ A и (в) в каждой точке x ∈ ∂A подмногообразие A трансверсально
краю ∂M , т.е. TxA не является подпространством пространства Tx(∂M).
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На Рис. 14а приведен пример правильного одномерного подмногообразия, а на
рисунках 14б-г — примеры неправильных подмногообразий. В случаях (б) и (в) на-
рушено условие ∂A = ∂M ∩ A, а в случае (г) нарушено условие трансверсальности.

Рис. 14. Примеры правильного (а) подмногообразия и неправильного
(б-г) подмногообразий.

Малая теорема о неявной функции обобщается на многообразия с краем в следу-
ющей форме.

Теорема 9.3. Пусть f : Mm → Nn (m ≥ n) — гладкое отображение. Если q ∈ N \
∂N есть регулярное значение как для f так и для f |∂M , то f−1(q) есть правильное
подмногообразие в M размерности m− n.

Доказательство не приводим поскольку оно отличается лишь техническими дета-
лями от доказательства Теоремы 6.9.

Упражнения
1. Края диффеоморфных многообразий диффеоморфны. Докажите.
2. Гладкое отображение f :M → N переводит свои регулярные точки, лежащие в

M \ ∂M , в N \ ∂N . Докажите.
3. Пусть g : R→ R — гладкая функция. Каждая точка полуплоскости R2+ является

регулярной точкой функции f : R2+ → R, определяемой формулой f(x, y) = y + g(x).
Положим

g(x) =

{
e−1/x

2
sin(1/x), если x 6= 0,

0, если x = 0.

Тогда f — гладкая функция, 0 есть регулярное значение этой функции, но f−1(0)
не есть многообразие. Этот пример показывает, что последнее условие в Теореме 9.3
существенно.

10. Теорема Брауэра о неподвижной точке

Мы начнем со следующей теоремы, представляющей и самостоятельный интерес.

Теорема 10.1. Пусть M — компактное гладкое многообразие с краем. Не суще-
ствует гладкого отображения r : M → ∂M , удовлетворяющего r|∂M = I, где I
тождественное отображение.

Напомним, что такое отображение называется ретракцией многообразияM на ∂M ,
см. §7 первой главы.

Доказательство. Предположим, что такое отображение r существует. Пусть q ∈ ∂M
— регулярное значение отображения r, существующее в силу теоремы Сарда. Точка
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q является, конечно, регулярным значением тождественного отображения r|∂M . При-
меняя Теорему 9.3, убеждаемся, что r−1(q) есть гладкое одномерное подмногообразие
в M с краем, состоящем из одной точки:

r−1(q) ∩ ∂M = {q}.
Многообразие r−1(q) компактно как замкнутое множество компактного многообра-
зия. Любое компактное одномерное многообразие является объединением конечно-
го числа непересекающихся окружностей и отрезков и, следовательно, край такого
многообразия состоит из четного числа точек. Полученное противоречие доказывает
теорему. �

В частности, диск Dn является компактным многообразием, краем которого слу-
жит сфера Sn−1. Следовательно, как частный случай, мы доказали, что тожде-
ственное отображение сферы Sn−1 нельзя продолжить до гладкого отображения
Dn → Sn−1.

Лемма 10.2. Любое гладкое отображение g : Dn → Dn имеет неподвижную точку
(т.е. точку x ∈ Dn, для которой g(x) = x).

Доказательство. Предположим, что g не имеет неподвижных точек. Для x ∈ Dn
определим r(x) ∈ Sn−1 как точку пересечения сферы Sn−1 с прямолинейным лу-
чом, выходящим из g(x) и проходящим через x (см. Рис. 15). Легко убедиться, что
r : Dn → Sn−1 является гладким отображением (проверьте это, выразив явно коор-
динаты точки r(x) через координаты x и g(x)). Очевидно, r(x) = x при x ∈ Sn−1. Это
противоречит Теореме 10.1. �

Рис. 15. Определение отображения r : Dn → Sn−1.

Теорема 10.3. (Теорема Брауэра) Любое непрерывное отображение f : Dn → Dn
имеет неподвижную точку.

Доказательство. Мы сведем эту теорему к Лемме 10.2, аппроксимируя f гладки-
ми отображениями. Напомним известную в Анализе аппроксимационную теорему
Вейерштрасса: если K ⊂ Rn — компактное множество и ϕ : K → R — непрерыв-
ная функция, то для любого ε > 0 существует такой многочлен P : Rn → R, что
|ϕ(x)− P (x)| < ε для всех x ∈ K.

Пусть f : Dn → Dn — непрерывное отображение. Согласно теореме Вейерштрасса,
для любого ε > 0 найдется такое гладкое отображение g̃ : Dn → Rn, что

‖f(x)− g̃(x)‖ < ε для всех x ∈ Dn.
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Однако g̃ может переводить точки из Dn в точки, находящиеся вне Dn. Поэтому мы
определяем новое отображение g, полагая g(x) = g̃(x)/(1+ε). Ясно, что g отображает
диск Dn в себя и

‖f(x)− g(x)‖ < 2ε для всех x ∈ Dn. (10.1)
Предположим, вопреки утверждению теоремы, что f(x) 6= x для всех x ∈ Dn.

Тогда непрерывная функция ‖f(x)− x‖ должна иметь на Dn минимум µ > 0, т.е.

‖f(x)− x‖ ≥ µ > 0 для всех x ∈ Dn. (10.2)

Выбрав ε < µ/4, получаем из (10.1) и (10.2)

‖g(x)− x‖ = ‖f(x)− x+ (g(x)− f(x))‖ ≥ ‖f(x)− x‖− ‖(g(x)− f(x))‖ > µ− 2ε > µ/2.

Это означает, что гладкое отображение g : Dn → Dn не имеет неподвижных точек,
что противоречит Лемме 10.2. �

Теорема Брауэра используется в различных областях математики для доказатель-
ства существования решений уравнений и систем уравнений.

11. Ориентация многообразия

Сначала напомним определение ориентации векторного пространства.
Пусть V — n-мерное действительное векторное пространство и B — множество всех

его базисов, т.е. упорядоченных наборов из n линейно независимых векторов. Вводим
на B отношение эквивалентности, объявляя базисы (e1, . . . , en) и (e′1, . . . , e′n) эквива-
лентными (одинаково ориентированными), если det (aij) > 0, где матрица перехода
(aij) определяется равенствами e′i =

∑n
j=1 aijej. Тем самым множество B разбивается

на два класса эквивалентности, которые и называются ориентациями пространства
V . Ориентировать векторное пространство значит выбрать одну из двух его ори-
ентаций, что можно сделать путем указания одного базиса из выбранного класса
эквивалентности. В частности, ориентация пространства Rn, определяемая базисом

((1, 0, . . . , 0), (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1)),

называется стандартной ориентацией.
Ориентировать гладкое многообразие M значит ориентировать каждое касатель-

ное пространство TxM , причем эти ориентации должны непрерывно зависеть от точ-
ки x в следующем смысле. Для каждой точки x0 ∈ M должна существовать такая
карта (U,ϕ), что x0 ∈ U и для каждой точки x ∈ U дифференциал dxϕ : TxM → Rn
переводит выбранную ориентацию пространства TxM в стандартную ориентацию
пространства Rn.

Далеко не каждое многообразие можно ориентировать. Если связное многообразие
ориентируемо, то оно имеет в точности две ориентации.

Простейшим примером неориентируемого многообразия с краем является лента
Мебиуса M. Напомню, что она получается из прямоугольника [0, 1] × [−1, 1] отож-
дествлением вертикальных сторон с “переворачиванием”, т.е. путем отождествления
точек (0, y) и (1,−y), см. Рис. 16. Рассмотрим горизонтальный отрезок с концами в
точках (0, 0) и (1, 0), которому соответствует замкнутая кривая на M. Пусть ори-
ентация касательного пространства в точке (0, 0) определяется изображенным на
рисунке базисом (e1, e2). Непрерывно продолжая этот базис вдоль горизонтального
отрезка до точки (1, 0), мы получим базис, одинаково ориентированный с (e1,−e2),
т.е. противоположно ориентированный с исходным базисом (e1, e2). Это означает,
что ориентация касательного пространства TxM меняется на противоположную при
непрерывном изменении вдоль некоторой замкнутой кривой наM.
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Рис. 16. Лента Мебиуса не ориентируема.

Упражнения.
1. Альтернативное определение ориентации многообразия: ориентировать много-

образие значит задать на нем такой атлас {(Ui, ϕi)}, что при Ui ∩ Uj 6= ∅ якобиан
отображения ϕj ◦ϕ−1i : ϕi(Ui∩Uj)→ ϕj(Ui∩Uj) положителен. Докажите эквивалент-
ность этого определения первоначальному.

2. Докажите, что если многообразие ориентируемо, то его край тоже ориентируем.
Обратное утверждение неверно, как показывает пример ленты Мебиуса.

3. Рассмотрим погружение f : Mn → Rn+1 многообразия в евклидово простран-
ство. Для каждой точки x ∈ M существуют окрестность U ⊂ M точки x и окрест-
ность V ⊂ Rn+1 точки f(x), такие, что гиперповерхность f(M ∩ U) разбивает V на
две полуокрестности. Гладкое отображение ν : M → Rn+1 называется единичной
нормалью гиперповерхности M , если ‖ν(x)‖ = 1 и вектор ν(x) ортогонален под-
пространству (dxf)(TxM) ⊂ Rn+1 для всех x ∈ M . Докажите, что существование
единичной нормали эквивалентно ориентируемости M . Гиперповерхности с выбран-
ной единичной нормалью часто называют “двусторонними”, поскольку вектор ν(x)
позволяет выделить одну из двух полуокрестностей, упомянутых выше, причем вы-
деленная полуокрестность непрерывно зависит от x. На Рис. 3 в §3 Главы 1 приве-
дено погружение бутылки Клейна в R3. Это погружение дает пример односторонней
гиперповерхности, не допускающей единичной нормали.

4. Ситуация, описанная в предыдущем упражнении, резко меняется, если объем-
лющее многообразие неориентируемо. Постройте такой пример вложения бутылки
Клейна K в проективное пространство RP 3, что разность RP 3 \ K имеет две компо-
ненты связности. Таким образом, бутылку Клейна можно вложить в RP 3 в качестве
двусторонней поверхности. До некоторой степени это оправдывает название “бутыл-
ка”.

12. Классификация одномерных и компактных двумерных
многообразий

В этом параграфе мы не приводим доказательств, которые не содержат принци-
пиально новых идей, но технически довольно канительны.

Теорема 12.1.
(1) Любое связное компактное одномерное многообразие без края диффеоморфно

окружности S1.



ГЛАВА II. ГЛАДКИЕ МНОГООБРАЗИЯ 41

(2) Любое связное некомпактное одномерное многообразие без края диффеоморфно
R.

(3) Любое связное компактное одномерное многообразие с краем диффеоморфно
отрезку [0, 1].

(4) Любое связное некомпактное одномерное многообразие с краем диффеоморфно
полузамкнутому интервалу [0, 1).

Понятно, зачем условие связности включено в каждое из этих утверждений. На-
пример, исключив это условие из утверждения (1), мы должны формулировать его
в следующей форме: всякое компактное одномерное многообразие без края диффео-
морфно дизъюнктному объединению конечного числа окружностей.

Фиксируем целое неотрицательное число g. Выбросив из двумерной сферы S2
2g маленьких открытых непересекающихся дисков, получим компактное двумерное
многообразие M с краем, состоящим из 2g окружностей, которые сгруппируем в g
пар. Заготовим g экземпляров цилиндра S1 × [0, 1], край которого состоит из двух
окружностей. Приклеим эти цилиндры к M , отождествляя граничные окружности
каждого цилиндра с окружностями одной из пар, на которые разбит край ∂M . Это
склеивание можно “сгладить”, получив в итоге гладкое двумерное многообразие, на-
зываемое ориентируемой поверхностью рода g. Рис. 17 иллюстрирует эту процедуру
для g = 2. В частности, при g = 0 мы получаем сферу S2; при g = 1— тор, изображен-
ный на Рис. 18а; при g = 2 — крендель, изображенный на Рис. 18б. Ориентируемая
поверхность рода 3 изображена на Рис. 18в. Из этого рисунка ясно, как выглядит
ориентируемая поверхность произвольного рода g.

Рис. 17. Построение ориентируемой поверхности рода 2.

Теорема 12.2. Ориентируемыми поверхностями рода g (g = 0, 1, 2, . . . ) исчерпыва-
ются все, с точностью до диффеоморфизма, связные компактные ориентируемые
двумерные многообразия без края.

Рис. 18. Ориентируемые поверхности рода g (g = 1, 2, 3).

Вполне аналогично конструируются все неориентируемые компактные поверхно-
сти. Фиксируем целое положительное число g. Выбросив из двумерной сферы S2
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g маленьких открытых непересекающихся дисков, получим компактное двумерное
многообразие M с краем, состоящим из g окружностей. Заготовим g экземпляров
ленты Мебиуса M, краем которой является окружность. Приклеим эти ленты Ме-
биуса к M , отождествляя граничную окружность каждой ленты с одной из окружно-
стей края ∂M . Это склеивание можно “сгладить”, получив в итоге гладкое двумерное
многообразие, называемое неориентируемой поверхностью рода g.

Теорема 12.3. Неориентируемыми поверхностями рода g (g = 1, 2, . . . ) исчерпыва-
ются все, с точностью до диффеоморфизма, связные компактные неориентируемые
двумерные многообразия без края.

Доказательство первых двух утверждений Теоремы 12.1 приведено в конце кни-
ги [2], примерно так же доказываются последние два утверждения этой теоремы.
Доказательство Теорем 12.2 и 12.3 можно прочесть в §10 книги [И.Я. Бакельман,
А.Л. Вернер, Б.Е. Кантор. Введение в дифференциальную геометрию “в целом”. М.
“Наука”, 1973].

Упражнения.
1. Найдите эйлерову характеристику ориентируемой поверхности рода g.
2. Выбросив из двумерной сферы три маленьких непересекающихся открытых дис-

ка, получим двумерное многообразие с краем, состоящим из трех окружностей. Две
из этих окружностей заклеим цилиндром S1 × [0, 1], а третью окружность заклеим
лентой Мебиуса. Докажите, что в результате получится неориентируемая поверх-
ность рода 3. Другими словами: вклеивание одного цилиндра и одной ленты Мебиуса
эквивалентно вклеиванию трех лент Мебиуса.

3. Неориентируемая поверхность рода 1 есть проективная плоскость RP 2. Неори-
ентируемая поверхность рода 2 есть бутылка Клейна. Докажите.

13. Риманова метрика

Мы будем подробно изучать римановы метрики и римановы многообразия в Главе
5 настоящего курса. Но в начале следующей главы нам понадобится понятие гра-
диента гладкой функции, которое определено только на римановых многообразиях.
Поэтому здесь мы изложим минимум сведений, необходимый для определения гра-
диента. Начнем с напоминания определения скалярного произведения на векторном
пространстве.

Пусть V — действительное конечномерное векторное пространство. Скалярным
произведением на V называется функция V × V → R, (x, y) 7→ 〈x, y〉, удовлетворяю-
щая следующим аксиомам:

(1) 〈x, y〉 = 〈y, x〉;
(2) 〈αx1 + βx2, y〉 = α〈x1, y〉+ β〈x2, y〉 для x1, x2, y ∈ V и α, β ∈ R;
(3) 〈x, x〉 ≥ 0, причем 〈x, x〉 = 0 только если x = 0.
Другими словами, скалярное произведение это — положительно определенная сим-

метричная билинейная форма. Напомним также, что линейным функционалом на V
называется линейное отображение ` : V → R. Если на V зафиксировано скалярное
произведение, то любой линейный функционал единственным образом представим в
виде `(x) = 〈x, y〉, где вектор y ∈ V однозначно определяется функционалом `.

Римановой метрикой на гладком многообразии M называется функция g, сопо-
ставляющая каждой точке x ∈ M скалярное произведение g(x) = 〈·, ·〉x на каса-
тельном пространстве TxM , которая гладко зависит от x в следующем смысле: ес-
ли X,Y ∈ V(M) — два гладких векторных поля на M , то скалярное произведение
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〈X(x), Y (x)〉x должно быть гладкой функцией точки x ∈ M . Гладкое многообразие
M вместе с зафиксированной на нем римановой метрикой g называется римановым
многообразием и обозначается (M, g) или просто M , если из контекста ясно, о какой
метрике идет речь. На любом гладком многообразии существует риманова метрика,
это будет доказано в Главе 5.

Посмотрим, как риманова метрика выглядит в координатах. Пусть (U ;x1, . . . , xn)
— локальная система координат на римановом многообразии (M, g). Напомним, что
определены координатные векторные поля ∂i ∈ V(U) (1 ≤ i ≤ n). Определим
функции gij ∈ F(U) равенством gij(x) = 〈∂i(x), ∂j(x)〉x. Тогда (gij(x)) — симмет-
ричная положительно определенная n × n-матрица, гладко зависящая от x ∈ U .
Рассмотрим два вектора X, Y ∈ TxM и разложим их по координатному базису:
X =

∑n
i=1Xi∂i|x, Y =

∑n
i=1 Yi∂i|x. Пользуясь линейностью скалярного произведе-

ния, получаем

〈X, Y 〉 =
n∑

i,j=1

gij(x)XiYj.

Пусть f : M → R — гладкая функция на римановом многообразии. Для каждой
точки x ∈ M отображение `f : TxM → R, определенное равенством `f (X) = Xf ,
является линейным функционалом на TxM . Согласно сказанному выше, существует
однозначно определенный вектор ∇f(x) ∈ TxM , удовлетворяющий

Xf = 〈∇f(x), X〉 для всех X ∈ TxM.

Легко убедиться, что этот вектор гладко зависит от x и тем самым определяет век-
торное поле ∇f ∈ V(M), называемое градиентом функции f .

Координатное представление градиента таково:

∇f =
n∑

i,j=1

gij
∂f

∂xi
∂j, (13.1)

где (gij) — матрица обратная к (gij).

Упражнения.
1. Докажите формулу (13.1).
2. Найдите правило преобразования матрицы (gij) при замене координат.
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