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ГЛАВА I. ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА

В. А. Шарафутдинов

Топология на множестве это — минимальная структура, позволяющая определить
предел, непрерывность и другие, связанные с непрерывностью, понятия.

1. Определение топологического пространства

Пусть X — произвольное множество, элементы которого называем точками, и S(X)
— множество всех подмножеств множества X.

Определение 1.1. Семейство T ⊂ S(X) подмножеств множества X называется
топологией на X, если оно удовлетворяет следующим трем аксиомам:

(1) Пустое множество и все пространство принадлежат топологии, т.е. ∅ ∈ T
и X ∈ T .

(2) Объединение любого семейства множеств из T снова принадлежит T ; т.е.
если {Uα}α∈A — семейство подмножеств множества X, таких, что каждое Uα ∈
T , то

⋃
α∈A Uα ∈ T .

(3) Пересечение конечного семейства множеств из T снова принадлежит T ; т.е.
если {Uk}nk=1 — конечный набор подмножеств множества X, таких, что каждое
Uk ∈ T , то

⋂n
k=1 Uk ∈ T .

Множество вместе с зафиксированной на нем топологией называется тополо-
гическим пространством.

Топологическое пространство обозначается (X, T ) или просто X, когда из контек-
ста ясно, о какой топологии идет речь. Принадлежащие T множества называются
открытыми (в топологии T ). В этой терминологии наши аксиомы звучат так: пу-
стое множество и все пространство являются открытыми множествами, объединение
любого числа открытых множеств открыто, пересечение конечного числа открытых
множеств открыто.

Множество F ⊂ X в топологическом пространстве (X, T ) называется замкнутым,
если его дополнение X \F открыто. Из приведенных аксиом следует, что (докажите):
пустое множество и все пространство являются замкнутыми множествами, пересе-
чение любого числа замкнутых множеств замкнуто, объединение конечного числа
замкнутых множеств замкнуто.

Биективное отображение f : X → X ′ называется гомеоморфизмом топологическо-
го пространства (X, T ) на топологическое пространство (X ′, T ′), если произвольное
A ⊂ X принадлежит T тогда и только тогда, когда его образ f(A) принадлежит T ′.
Говорим, что два топологических пространства гомеоморфны, если существует гомео-
морфизм одного на другое. Будучи отождествленными с помощью гомеоморфизма,
гомеоморфные пространства устроены одинаково с точки зрения нашей аксиомати-
ки, хотя первоначально могут иметь совершенно разную природу.

Две топологии T и T ′ на одном и том же множестве X можно иногда сравнивать
между собой, поскольку обе они являются подмножествами множества S(X). Гово-
рим, что топология T не сильнее топологии T ′ и пишем T ≤ T ′, если T ⊂ T ′. Часто
вместо термина не сильнее используется менее четкий термин слабее.
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Пусть X — топологическое пространство и A ⊂ X. Говорим, что множество O ⊂ X
является окрестностью множества A, если найдется такое открытое U , что A ⊂ U ⊂
O. В частном случае одноточечного множества A = {x} говорим об окрестности
точки x ∈ X.

Пусть по-прежнему A — множество в топологическом пространстве X. Говорим,
что точка x ∈ A является внутренней точкой множества A, если найдется окрест-
ность этой точки, целиком лежащая в A. Множество всех таких точек обозначается
◦
A и называется внутренностью множества A. Докажите: множество открыто тогда
и только тогда, когда оно совпадает со своей внутренностью.

Точка x ∈ X называется точкой прикосновения множества A ⊂ X, если любая
окрестность этой точки имеет непустое пересечение с A. Подчеркнем отличие этого
понятия от понятия предельной точки: точка x ∈ X называется предельной точкой
множества A, если любая окрестность этой точки содержит отличные от x точки
множества A. Множество всех точек прикосновения множества A обозначается Ā и
называется замыканием множества A. Множество замкнуто тогда и только тогда,
когда оно совпадает со своим замыканием (докажите).

Точка x ∈ X называется граничной точкой множества A ⊂ X, если любая окрест-
ность этой точки имеет непустое пересечение как с самим множеством A, так и с его
дополнением. Множество всех таких точек обозначается Ȧ (иногда ∂A) и называется
границей множества A.

Упражнения
1. Найдите все топологии на множестве, состоящем из двух (трех) точек.
2. Внутренность множества A это — наибольшее открытое множество, содержа-

щееся в A; докажите. Двойственное утверждение: замыкание множества A это —
наименьшее замкнутое множество, содержащее A.

3. (A
⋂
B)◦ =

◦
A
⋂ ◦
B, A

⋃
B = Ā

⋃
B̄.

4. Ȧ = Ā
⋂
X \ A.

2. Непрерывные отображения

Пусть X и Y — два топологических пространства. Говорим, что отображение f :
X → Y непрерывно в точке x ∈ X, если для любой окрестности V ⊂ Y точки f(x)
найдется такая окрестность U ⊂ X точки x, что f(U) ⊂ V .

Очевидна родственность этого определения с известным из Анализа (так для краткости я буду называть содер-

жание курса математического анализа, преподаваемого в течение первых двух лет на математическом факультете)

определением непрерывности действительной функции f : (a, b) → R “на ε/δ-языке”: функция непрерывна в точке

x ∈ (a, b), если для любого ε > 0 существует такое δ > 0, что из неравенства |x′−x| < δ следует |f(x′)− f(x)| < ε для

любой точки x′ ∈ (a, b). Как хорошо известно, это эквивалентно определению непрерывности “на языке последова-

тельностей”: для любой сходящейся к x последовательности xn последовательность f(xn) должна сходиться к f(x).

Важное предупреждение: эти два определения вовсе не эквивалентны для отображения f : X → Y произвольных

топологических пространств. Они становятся эквивалентными, если потребовать, чтобы X и Y удовлетворяли первой

аксиоме счетности. Топологическое пространство X удовлетворяет первой аксиоме счетности, если для любой точ-

ки x ∈ X существует такая счетная система {Un}∞n=1 окрестностей, что для любой окрестности U точки x найдется

такое n, что Un ⊂ U .

Говорим, что отображение f : X → Y непрерывно, если оно непрерывно в каждой
точке x ∈ X. Доказательство следующего важного утверждения оставляю в каче-
стве упражнения поскольку оно не требует ничего сверх приобретенных в Анализе
навыков.
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Предложение 2.1. Пусть X, Y — два топологических пространства. Для отоб-
ражения f : X → Y следующие четыре утверждения эквивалентны:

(1) f непрерывно.
(2) Для любого открытого множества V ⊂ Y его прообраз f−1(V ) = {x ∈ X |

f(x) ∈ V } является открытым множеством в X.
(3) Для любого замкнутого множества G ⊂ Y его прообраз f−1(G) является

замкнутым множеством в X.
(4) f(Ā) ⊂ f(A) для любого A ⊂ X.

Вы без труда докажете утверждения, содержащиеся в следующих двух абзацах. Я
их привожу лишь потому, что они будут далее постоянно использоваться.

Если X f→ Y
g→ Z, f и g непрерывны, то и g ◦ f непрерывно.

Биективное отображение f : X → Y является гомеоморфизмом тогда и только
тогда, когда f и f−1 непрерывны.

Упражнение. Докажите, что тождественное отображение Id : (X, T ) → (X, T ′)
непрерывно тогда и только тогда, когда T ′ ≤ T .

3. Примеры топологических пространств

Пример 1. Простейшую топологию на произвольном множестве X зададим равен-
ством T = {∅, X}, т.е. объявив открытыми лишь пустое множество и все простран-
ство. Эта топология называется слабейшей.
Пример 2. Противоположный к предыдущему пример получим, положив T = S(X),
т.е. объявив открытыми все множества в X. Эта топология называется дискретной.
Пример 3. Метрические пространства. Напомним, что метрикой на множестве X
называется функция ρ : X ×X → R, удовлетворяющая трем аксиомам:

(1) ρ(x, y) ≥ 0 причем ρ(x, y) = 0 тогда и только тогда, когда x = y;
(2) ρ(x, y) = ρ(y, x);
(3) ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) для любых трех точек.
Множество вместе с зафиксированной на нем метрикой называется метрическим

пространством. Метрическое пространство обозначается (X, ρ) или просто X, когда
из контекста ясно, о какой метрике идет речь.

Пусть (X, ρ) — метрическое пространство. Открытым шаром радиуса r > 0 с цен-
тром в точке x ∈ X называется множество Br(x) = {y ∈ X | ρ(x, y) < r}. Множество
A ⊂ X называется ограниченным, если оно содержится в некотором открытом шаре.

На каждом метрическом пространстве X каноническим образом вводится тополо-
гия посредством следующего определения: множество U ⊂ X объявляется откры-
тым, если для любой точки x ∈ U можно указать такое r > 0, что Br(x) ⊂ U . Ко-
нечно, все открытые шары становятся открытыми множествами в этой топологии.
Обратно, любое открытое множество представимо в виде объединения некоторого
семейства открытых шаров. В дальнейшем, говоря о топологии метрического про-
странства, мы всегда будем подразумевать только что введенную топологию, если
явно не оговорено противное.

В связи с приведенным определением топологии метрического пространства полез-
но ввести следующее понятие. Пусть (X, T ) — топологическое пространство и B ⊂ T
— некоторое семейство открытых множеств этого пространства. Говорим, что B яв-
ляется базой топологии T , если любое множество из T можно представить в виде
объединения множеств некоторого подсемейства семейства B. В случае метрического
пространства семейство всех открытых шаров является базой топологии.
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Напомню, что на Rn = {x = (x1, . . . , xn) | xi ∈ R} имеется стандартная метрика

ρ(x, y) = ‖x− y‖ =
(∑n

i=1(xi− yi)2
)1/2

, определяющая стандартную (или канониче-
скую) топологию.

Топологическое пространство (X, T ) называется метризуемым, если наX существует метрика, по которой тополо-

гия T восстанавливается с помощью приведенного выше определения. Большинство из топологических пространств,

которые мы будем рассматривать в настоящем курсе, являются метризуемыми. Однако, неметризуемые пространства

также нередки и некоторые из них весьма важны в различных разделах математики. Например, в математической

физике большую роль играет топологическое пространство обобщенных функций (или распределений) на области

евклидова пространства; это пространство не метризуемо.

Пример 4. Подпространства топологического пространства. Пусть X — топологи-
ческое пространство и A ⊂ X. Превратим A в топологическое пространство, объявив
множество V ⊂ A открытым, если оно представимо в виде V = A

⋂
U , где U — откры-

тое в X множество. Так определенная на A топология называется индуцированной
из X топологией, а само множество A вместе с этой топологией называется подпро-
странством топологического пространства X. Если не оговорено противное, под-
множества топологического пространства всегда рассматриваются с индуцирован-
ной топологией. Предупреждение: открытое в индуцированной топологии множество
U ⊂ A вовсе не обязано быть открытым в объемлющем пространстве X. Чтобы разо-
браться с этим, опишите все открытые множества отрезка [a, b] = {x ∈ R | a ≤ x ≤ b},
снабженного индуцированной из R топологией.

В частности, n-мерный диск или замкнутый n-мерный шар Dnr (x) = Bnr (x) = {y ∈
Rn | ‖x−y‖ ≤ r} и (n−1)-мерная сфера Sn−1r (x) = {y ∈ Rn | ‖x−y‖ = r} пространства
Rn становятся самостоятельными топологическими пространствами будучи наделен-
ными индуцированной из Rn топологией, как впрочем и любое множество в Rn. Я
отдельно упомянул диск и сферу поскольку в дальнейшем они будут многократно
использоваться. Примем следующее соглашение: в дальнейшем термин “шар” всегда
означает открытый шар в то время как для замкнутых шаров используется термин
“диск”. Отметим, что любые две сферы Sn−1r (x) и Sn−1r′ (x′) гомеоморфны (построй-
те гомеоморфизм). Поэтому мы сокращаем обозначение Sn−1r (x) до Sn−1, если сфера
интересует нас лишь как топологическое пространство. Аналогичное замечание спра-
ведливо для дисков.

Пример 5. Произведение топологических пространств. Пусть X и Y — два то-
пологических пространства. Введем на X × Y топологию, взяв в качестве ее базы
семейство всевозможных произведений U ×V , где U открыто в X, а V открыто в Y .
Говоря о произведении топологических пространств, мы всегда будем подразумевать
введенную топологию. В частности Rn = R× · · · × R.

Приведенное определение топологии на произведении двух (а следовательно и на произведении конечного чис-

ла) топологических пространств было обобщено А.Н. Тихоновым на случай произведения
∏
αXα произвольного

семейства топологических пространств (так называемая тихоновская топология). Нам это понятие не понадобится.

Интересующихся я отсылаю к § 6.4 книги [1].

Пример 6. Фактор-пространство. Пусть на множестве X определено отноше-
ние эквивалентности R. Тогда X разбивается на непересекающиеся подмножества
— классы эквивалентности. Множество классов эквивалентности обозначается X/R
и называется фактор-множеством множества X по данному отношению эквива-
лентности. Проекция π : X → X/R определяется равенством π(x) = [x], где [x] —
класс эквивалентности точки x.

Пусть теперь, дополнительно, X наделено топологией. Тогда на X/R определя-
ется фактор-топология как сильнейшая из всех топологий, относительно которых
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проекция π непрерывна. Другими словами, множество V ⊂ X/R открыто тогда и
только тогда когда π−1(V ) ⊂ X открыто. Отсюда легко получить следующий кри-
терий непрерывности (докажите): отображение f : X/R → Y непрерывно тогда и
только тогда, когда f ◦ π : X → Y непрерывно. На первый взгляд, определение
фактор-топологии может показаться слишком абстрактным. Чтобы привыкнуть к
нему, рассмотрим несколько конкретных примеров.

Пример 6а. На сегменте [a, b] введем отношение эквивалентности R, объявив кон-
цевые точки a и b эквивалентными друг другу, а все прочие точки эквивалентными
лишь себе. Тогда [a, b]/R ≈ S1 (докажите). Здесь знак ≈ означает гомеоморфность.
Этот факт можно выразить словами: окружность получается из отрезка отождеств-
лением концевых точек.

Рис. 1. Окружность “клеится” из отрезка.

Пример 6б. Многомерный вариант предыдущего примера. Сфера Sn получается
из диска Dn отождествлением всех точек граничной сферы Sn−1 ⊂ Dn. Придайте
этой фразе точный смысл в стиле предыдущего абзаца.

Пример 6в. Введем на множестве Rn+1 \ {0} отношение эквивалентности R, объ-
явив x и y эквивалентными, если x = λy для некоторого числа 0 6= λ ∈ R. Фактор-
пространство RP n = (Rn+1 \ {0})/R называется n-мерным действительным проек-
тивным пространством. Класс эквивалентности точки (x1, . . . , xn+1) принято обо-
значать через (x1 : · · · : xn+1) ∈ RP n, подчеркивая тем самым, что в этом обозначении
имеют смысл не сами координаты, а лишь их попарные отношения.

То же самое пространство RP n можно получить из сферы Sn отождествив ее диа-
метрально противоположные точки. Придайте этому утверждению точный смысл,
введя соответствующее отношение эквивалентности на Sn; а затем докажите его,
построив гомеоморфизм.

Пример 6г. Комплексное проективное пространство CP n определяется путем
дословного повторения первого абзаца предыдущего примера с единственным из-
менением: действительные числа везде заменяются комплексными числами. А вот
содержание второго абзаца предыдущего примера надо существенно изменить в ком-
плексном случае. Подумайте над этим изменением.

Пример 6д. Рассмотрим на плоскости R2 вертикальную полосу [0, 1]×R = {(x, y) |
0 ≤ x ≤ 1, −∞ < y <∞}, ограниченную прямыми {0} × R и {1} × R. Отождествив
точки (0, y) и (1, y) этих граничных прямых, очевидно, получим цилиндр S1×R. Ес-
ли же мы склеим граничные прямые более хитро, предварительно "перевернув"одну
из них, т.е. отождествляя (0, y) и (1,−y), то получится новое интересное тополо-
гическое пространство M̃, называемое лентой Мебиуса. Покажите, что множество
всех прямых на плоскости имеет естественную топологию, в которой это множество
гомеоморфно ленте Мебиуса.
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Пример 6е. Двумерный тор T 2 = S1 × S1 можно получить из квадрата [−1, 1] ×
[−1, 1] путем попарной склейки противоположных сторон квадрата: (−1, y) отож-
дествляется с (1, y), а (x,−1) отождествляется с (x, 1); см. Рис. 2. Отметим, что при
этом все четыре вершины квадрата склеиваются в одну точку. Теперь немного из-
меним правило склейки: (−1, y) отождествляется с (1, y), а (x,−1) отождествляется
с (−x, 1); см. Рис. 3. В результате получим новое интересное пространство, называ-
емое бутылкой Клейна. Не знаю, кто первый применил это название, но наверняка
это был человек с хорошим чувством юмора. Действительно, в эту бутылку “нельзя
ничего налить” поскольку бутылка Клейна является односторонней поверхностью,
как мы убедимся в следующей главе.

Рис. 2. Тор “клеится” из квадрата.

Рис. 3. Бутылка Клейна “клеится” из квадрата.
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Упражнения.
1. Как устроены непрерывные функции f : X → R, где X снабжено слабейшей

топологией? Тот же вопрос для X снабженного дискретной топологией.
2. Пространство RP 1 часто называется проективной прямой. Докажите, что про-

ективная прямая гомеоморфна окружности S1.
3. Отождествив диаметрально противоположные граничные точки диска {(x, y) |

x2 + y2 ≤ 1}, получим пространство, гомеоморфное проективной плоскости RP 2.
Докажите.

4. Несколько иной, чем в примере 6д вариант ленты Мебиуса, получим из прямо-
угольника [0, a]× [−1, 1] путем склеивания граничных вертикальных отрезков {0} ×
[−1, 1] и {a}× [−1, 1], предварительно перевернув один из них, т.е. путем отождеств-
ления точек (0, y) и (a,−y). Эту процедуру склеивания легко представить и даже
осуществить физически с помощью бумаги, ножниц и клея, выбрав достаточно боль-
шое значение параметра a > 0. Обозначим результатM. Это пространство является
двумерным многообразием с краем, в то время как построенное в примере 6д про-
странство M̃ есть двумерное многообразие без края. Точный смысл последней фразе
будет придан в следующей главе. Пока лишь заметим, что объединение горизонталь-
ных сторон [0, a] × {1} и [0, a] × {−1} прямоугольника при склеивании перейдет в
замкнутую кривую ∂M ⊂ M, гомеоморфную окружности. Окружность ∂M назы-
вается краем ленты МебиусаM. В некотором смысле край ∂M ограничивает ленту
Мебиуса M. Докажите, что выбросив край, мы получим ленту Мебиуса без края,
т.е. чтоM\ ∂M гомеоморфно M̃.

Заметим, что средняя линия [0, a]×{0} прямоугольника при склеивании также ста-
новится окружностью поскольку точки (0, 0) и (a, 0) отождествляются. Эта окруж-
ность также называется средней линией ленты Мебиуса. Вопрос: что получится, если
мы разрежем ленту Мебиуса по ее средней линии? Если затрудняетесь найти умо-
зрительный ответ на этот вопрос, поэкспериментируйте с помощью бумаги, ножниц
и клея.

Рис. 4. Лента Мебиуса “клеится” из квадрата.

5. Краем диска D2 = {(x, y) | x2 + y2 ≤ 1} является окружность ∂D2 = {(x, y) |
x2 + y2 = 1}. Краем ленты МебиусаM также является окружность. Рассмотрим D2
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и M как непересекающиеся множества и отождествим их края с помощью гомео-
морфизма ∂D2 → ∂M. В результате получится пространство, гомеоморфное проек-
тивной плоскости RP 2. Докажите.

6. На бутылке Клейна можно найти такую окружность, что после разрезания вдоль
этой окружности бутылка распадется на две ленты Мебиуса. Докажите. Обратив
эту процедуру, получаем утверждение: бутылку Клейна можно получить из двух
экземпляров ленты Мебиуса, отождествив их края.

4. Связные пространства и связные множества
в топологическом пространстве

Определение 4.1. Говорим, что топологическое пространство X связно, если его
нельзя представить в виде объединения двух открытых непустых непересекающих-
ся множеств. Говорим, что множество A ⊂ X связно, если оно связно, рассмат-
риваемое как топологическое пространство с индуцированной из X топологией.

Примеры. R связно (Докажите. Указание: предварительно докажите, что всякое
открытое множество в R является объединением не более чем счетного числа по-
парно непересекающихся открытых интервалов). Множество рациональных чисел
Q, рассматриваемое с индуцированной из R топологией, не связно; докажите.

Теорема 4.2. (О сохранении связности при непрерывном отображении) Пусть X, Y
— топологические пространства и f : X → Y — непрерывное отображение. Если
A — связное множество в X, то f(A) — связное множество в Y .

Доказательство. Ограничим отображение f на множество A, одновременно сузив
область значений, т.е. определим новое отображение f |A : A→ f(A), полагая (f |A)(x) =
f(x) для x ∈ A. Отображение f |A сюръективно и непрерывно, если A и f(A) рас-
сматриваются с индуцированными из X и Y топологиями (докажите). Предполо-
жим, вопреки утверждению теоремы, что f(A) не связно. Это означает возможность
представления f(A) = V1

⋃
V2, где каждое Vi (i = 1, 2) не пусто и открыто в f(A),

а V1
⋂
V2 = ∅. Полагаем Ui = f−1(Vi) ⊂ A (i = 1, 2). Тогда A = U1

⋃
U2, каждое

Ui (i = 1, 2) не пусто и открыто в A, а U1
⋂
U2 = ∅. Получили противоречие со

связностью A. �

Остальные утверждения этого параграфа приводятся без доказательств.

Предложение 4.3. Пусть {Ai}i∈I — такое семейство множеств в топологиче-
ском пространстве X, что

⋂
i∈I Ai 6= ∅. Если каждое Ai связно, то и объединение⋃

i∈I Ai связно.

Следствие 4.4. Пусть x ∈ X. Объединение всех связных множеств из X, со-
держащих точку x, есть связное множество. Таким образом, это — наибольшее
связное множество, содержащее точку x.

Определение 4.5. Связной компонентой точки x ∈ X называется наибольшее
связное множество в X, содержащее точку x.

Определение 4.6. Пространство X называется вполне несвязным, если связная
компонента любой точки состоит из одной этой точки.

Примеры вполне несвязных пространств: дискретное пространство, пространство
Q рациональных чисел с индуцированной из R топологией.
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Теорема 4.7. В топологическом пространстве X связная компонента любой точ-
ки есть замкнутое множество. Отношение “y принадлежит связной компонен-
те точки x” является отношением эквивалентности на X. Фактор-пространство
пространства X по этому отношению эквивалентности вполне несвязно.

Упражнения
1. Если A ⊂ B ⊂ Ā и A связно, то и B связно. В частности, замыкание связного

множества связно.
2. Пусть A — произвольное множество в топологическом пространстве X. Если

B — связное множество в X, пересекающееся с A и с X \ A, то B пересекается с
границей множества A. Отсюда следует: в связном топологическом пространстве X
всякое непустое отличное от X множество имеет хотя бы одну граничную точку.

3. Выбросив из R произвольную точку, получим несвязное множество (докажите).
Отсюда следует, что R не гомеоморфно пространству Rn (n > 1).

Кантор, один из создателей теории множеств, долго пытался доказать, что множества R и R2 имеют разную

мощность, т.е. между ними нельзя установить взаимно-однозначного соответствия, и даже заболел от напряжения.

На самом деле эти множества равномощны. Но как топологические пространства они различны.

5. Хаусдорфовы и нормальные пространства

Приведенные в первом параграфе три аксиомы, определяющие топологическое
пространство, имеют очень общий характер. Если не накладывать дополнительных
ограничений, то общее топологическое пространство может иметь свойства весьма
далекие от привычных нам свойств метрических пространств. Поэтому в общей топо-
логии, наряду с тремя основными аксиомами, часто накладываются дополнительные
требования на рассматриваемые топологические пространства. В частности, имеется
целый ряд так называемых аксиом отделимости, последовательно усиливающих друг
друга. В настоящем параграфе мы обсудим две аксиомы из этого довольно длинного
ряда.

Определение 5.1. Топологическое пространство называется хаусдорфовым (или
отделимым), если любые две различные точки этого пространства имеют непере-
секающиеся окрестности.

Доказательства следующих двух предложений не сложны и оставляются читателю
в качестве упражнений.

Предложение 5.2. Для топологического пространства X следующие три утвер-
ждения эквивалентны:

(1) X хаусдорфово.
(2) Пересечение всех замкнутых окрестностей произвольной точки из X есть

множество, сводящееся к одной этой точке.
(3) Диагональ ∆ = {(x, x) | x ∈ X} есть замкнутое множество в X ×X.

Следствие 5.3. В хаусдорфовом пространстве всякое конечное множество за-
мкнуто.

Предложение 5.4. Пусть f, g : X → Y — два непрерывных отображения между
топологическими пространствами, причем Y хаусдорфово. Множество тех x ∈ X,
для которых f(x) = g(x), замкнуто.

Говорим, что множество A ⊂ X плотно в топологическом пространстве X, если
Ā = X.
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Следствие 5.5. (Принцип продолжения тождеств) Если, в условиях Предложения
5.4, f(x) = g(x) для всех x из некоторого плотного в X множества, то f = g.

Следствие 5.6. Пусть X произвольно, Y хаусдорфово. График непрерывного отоб-
ражения f : X → Y замкнут в X × Y .

Определение 5.7. Хаусдорфово топологическое пространство X называется нор-
мальным, если любые два замкнутых непересекающихся множества в X имеют
непересекающиеся окрестности.

Предложение 5.8. Метрическое пространство нормально.

Доказательство. Пусть A,B — два непересекающихся замкнутых множества в мет-
рическом пространстве X. Определим функцию f : X → R, положив

f(x) =
ρ(x,A)

ρ(x,A) + ρ(x,B)
, где ρ(x,A) = inf

y∈A
ρ(x, y).

Функция f непрерывна (проверьте) и удовлетворяет f |A = 0, f |B = 1. Следователь-
но, открытые множества {x | f(x) < 1/2} и {x | f(x) > 1/2} являются непересекаю-
щимися окрестностями множеств A и B соответственно. �

Приведем без доказательства следующее утверждение, показывающее, насколько
богат запас непрерывных функций на нормальном пространстве.

Теорема 5.9. (Большая лемма Урысона) Пусть A,B — два непересекающихся за-
мкнутых множества в нормальном топологическом пространстве X. Существу-
ет такая непрерывная функция f : X → R, что f |A = 0, f |B = 1 и 0 ≤ f(x) ≤ 1
для всех x ∈ X.

6. Компактность

В Анализе есть замечательная теорема Кантора, утверждающая, что из любого
покрытия отрезка [a, b] системой открытых интервалов можно выделить конечное
подпокрытие. В дальнейшем с этой теоремой произошло то, что нередко случается
с хорошими теоремами — она стала аксиомой.

Семейство множеств {Uα}α∈A в топологическом пространствеX называется покры-
тием этого пространства, если

⋃
α∈A Uα = X. Такая система называется открытым

покрытием, если каждое Uα открыто. Говорим, что покрытие {Uα}α∈A является под-
покрытием покрытия {Vβ}β∈B, если для каждого α ∈ A найдется такое β = β(α) ∈ B,
что Uα = Vβ(α).

Определение 6.1. Топологическое пространство называется компактным, если
из любого открытого покрытия этого пространства можно выделить конечное
подпокрытие. Множество K в топологическом пространстве X называется ком-
пактным, если K компактно, рассматриваемое как топологическое пространство
с индуцированной из X топологией.

Теорема 6.2. (Сохранение компактности при непрерывном отображении) Пусть
X, Y — два топологических пространства и f : X → Y — непрерывное отображе-
ние. Если K — компактное множество в X, то f(K) — компактное множество
в Y .
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Доказательство. Определим f |K : K → f(K) так же, как при доказательстве Теоре-
мы 4.2. Пусть {Uα}α∈A — открытое покрытие пространства f(K), тогда {(f |K)−1(Uα)}α∈A
— открытое покрытие пространства K. Выбираем из него конечное подпокрытие
{(f |K)−1(Uαi)}ni=1, т.е.

⋃n
i=1(f |K)−1(Uαi) = K. Тогда {Uαi}ni=1 — покрытие простран-

ства K. �

Предложение 6.3. (Связь между компактными и замкнутыми множествами)
(a) Замкнутое множество в компактном пространстве тоже компактно.
(б) Компактное множество в хаусдорфовом пространстве замкнуто.

Доказательство. Первое утверждение Вы без труда докажете самостоятельно. При-
веду доказательство второго.

Пусть K ⊂ X, K компактно, X хаусдорфово. Фиксируем точку x /∈ K. Для любой
точки y ∈ K найдем такие открытые Vy(x) 3 x и W (y) 3 y, что Vy(x)

⋂
W (y) = ∅.

Тогда
⋃
y∈KW (y) ⊃ K, т.е. {W (y)}y∈K — открытое покрытие K. Выбираем из него

конечное подпокрытие, т.е. K ⊂
⋃n
i=1W (yi). Тогда V (x) =

⋂n
i=1 Vyi(x) есть окрест-

ность точки x, не пересекающаяся с K. �

Предложение 6.4. (Теорема Тихонова) Пусть X — компактное топологическое
пространство, а Y — хаусдорфово. Если f : X → Y — непрерывное биективное
отображение, то f — гомеоморфизм.

Эта теорема имеет многочисленные применения, в первую очередь при решении
задач математической физики. Ее смысл состоит в том, что мы избавлены от необ-
ходимости непосредственной проверки непрерывности обратного отображения f−1

при соблюдении условий этой теоремы. Такая проверка во многих случаях весьма
затруднительна.

Доказательство. Мы должны установить непрерывность обратного отображения
f−1. Согласно Предложению 2.1, для этого достаточно доказать, что множество f(K)
замкнуто в Y для любого замкнутого в X множества K. В силу первого утверждения
Предложения 6.3, K компактно. Отсюда с помощью Теоремы 6.2 следует, что f(K)
компактно. Применяя второе утверждение Предложения 6.3, убеждаемся, что f(K)
замкнуто. �

Приведем еще несколько утверждений без доказательства.

Предложение 6.5. Произведение двух компактных пространств тоже компакт-
но.

Предложение 6.6. Компактное хаусдорфово пространство нормально.

Предложение 6.7. Компактное множество в метрическом пространстве огра-
ничено.

Предложения 6.5 и 6.7 доказываются очень просто, достаточно лишь вспомнить со-
ответствующие определения. А вот доказательство Предложения 6.6 требует некото-
рой изобретательности. Доказав его, Вы получите большое удовольствие и приобре-
тете навыки работы с компактными пространствами. Из Теоремы 6.2 и Предложения
6.7 вытекает

Следствие 6.8. (Теорема Вейерштрасса) Непрерывная функция f : X → R на ком-
пактном пространстве ограничена, достигает своего максимума и минимума.
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Теорема 6.9. (Характеризация компактных метрических пространств) Для метри-
ческого пространства X следующие три утверждения эквивалентны:

(1) X компактно.
(2) Убывающая последовательность непустых замкнутых множеств имеет непу-

стое пересечение, т.е. если

X ⊃ F1 ⊃ F2 ⊃ · · · ⊃ Fn ⊃ . . . , Fn замкнуто, Fn 6= ∅,
то
⋂∞
n=1 Fn 6= ∅.

(3) Из любой последовательности точек пространства X можно выделить схо-
дящуюся подпоследовательность.

Импликации (1)⇒ (2)⇒ (3) доказываются просто и справедливы для произволь-
ного топологического пространства. А вот доказательство импликации (3) ⇒ (1)
гораздо труднее.

В заключение параграфа приведем несколько примеров компактных пространств
и множеств.
Пример 1. Самым классическим примером является замкнутый отрезок [a, b] =
{x ∈ R | −∞ < a ≤ x ≤ b <∞} действительной прямой.
Пример 2. Компактные множества в евклидовом пространстве. Множество A ⊂ Rn
компактно тогда и только тогда, когда оно замкнуто и ограничено. Докажите.
Пример 3. Проективное пространство RP n компактно. Докажите с помощью Теоре-
мы 6.2, выбрав компактное X и непрерывное сюръективное отображение X → RP n.
Пример 4. Ортогональная группа O(n) компактна. Это нуждается в пояснении.
Пусть M(n) — множество всех действительных n × n-матриц. Его можно отожде-
ствить с Rn2 линейно упорядочив элементы матрицы. Перенеся стандартную топо-
логию пространства Rn2 на M(n) с помощью этого отождествления, мы превращаем
M(n) в топологическое пространство. Тем самым и множество O(n) ⊂M(n) ортого-
нальных матриц становится топологическим пространством. Напомню, что матрица
A ортогональна, если AAt = I, где At — транспонированная матрица. Докажите,
что множество O(n) замкнуто и ограничено в Rn2 . В силу Примера 2 это означает
компактность ортогональной группы.
Пример 5. Из предыдущих примеров может сложиться неверное впечатление, что
компактность связана с конечномерностью. Чтобы развеять это впечатление, при-
ведем пример компактного множества в бесконечномерном пространстве. Напом-
ню, что действительное гильбертово пространство `2 определяется как простран-
ство последовательностей x = (x1, x2, . . . , xn, . . . ) действительных чисел, для кото-
рых ‖x‖2 =

∑∞
n=1 x

2
n < ∞. Метрика на `2 вводится равенством ρ(x, y) = ‖x − y‖.

Замкнутый единичный шар {x ∈ `2 | ‖x‖ ≤ 1} в этом пространстве не компактен. А
вот гильбертов кирпич H = {x ∈ `2 | |xn| ≤ 2−n} компактен. Докажите.

На этом мы завершаем изучение основ общей топологии. Оставшиеся три парагра-
фа этой главы будут посвящены основам двух других больших разделов топологии:
гомотопической и комбинаторной топологии.

Историческая справка. Основы общей топологии, как самостоятельной дисци-
плины, были заложены в 20-е годы предыдущего столетия в работах московских ма-
тематиков П.С. Александрова, А.Н. Тихонова и П.С. Урысона. Основные итоги их
исследований подведены в небольшой книге [П.С. Александров, П.С. Урысон. Ме-
муар о компактных топологических пространствах. Изд. 3, “Наука”, 1971]. Следует
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дать предупреждение тем, кто захочет почитать эту книгу: вместо нашего термина
“компактность” авторы используют “бикомпактность”, зарезервировав термин “ком-
пактность” за более слабым свойством: из любого счетного открытого покрытия
можно выбрать конечное подпокрытие. В дальнейшем выяснилось, что последнее
понятие не играет большой роли, и терминология была изменена. Наше определение
компактности согласуется с общепринятой сейчас терминологией.

Введя определение топологического пространства, авторы в первую очередь задались вопросом: как это новое по-
нятие связано с понятием метрического пространства, хорошо изученным к тому времени? Поэтому их исследования
были в значительной степени направлены на поиск условий метризуемости топологических пространств. Упомянем
простейший из целого ряда результатов, полученных в этом направлении.

Теорема 6.10. (Первая метризационная теорема Урысона) Нормальное топологическое пространство, удовлетво-
ряющее второй аксиоме счетности (т.е. имеющее счетную базу топологии), метризуемо.

Упражнения.
1. Докажите, что в хаусдорфовом топологическом пространстве любые два ком-

пактные непересекающиеся множества имеют непересекающиеся окрестности.
2. Пусть X и Y – два топологических пространства и A (соответственно B) — ком-

пактное множество в X (соответственно в Y ). Покажите, что для любой окрестности
U множества A × B в X × Y существуют такие окрестности V множества A в X и
W множества B в Y , что V ×W ⊂ U .

3. Напомню, что расстояние между двумя подмножествами метрического про-
странства определяется равенством ρ(A,B) = inf

x∈A, y∈B
ρ(x, y). Докажите, что если A

и B — непересекающиеся замкнутые подмножества метрического пространства, при-
чем A компактно, то найдется точка x ∈ A, для которой ρ(A,B) = ρ(x,B) > 0. Если
B тоже компактно, то найдутся такие точки x ∈ A и y ∈ B, что ρ(A,B) = ρ(x, y).

4. ПустьX и Y – метрические пространства, причемX компактно, и f — изометрия
пространства X на подпространство пространства Y , а g — изометрия пространства
Y на подпространство пространства X. Тогда f отображает X на все Y . Докажите
(Указание: Пусть h — изометрия пространства X на его собственную часть и x ∈
X \ h(X). Положим a = ρ(x, h(X)). Определим по индукции последовательность
точек, начинающуюся с x0 = x, правилом: xn+1 = h(xn). Докажите, что при m 6= n
будет ρ(xm, xn) ≥ a.)

7. Гомотопия и гомотопическая эквивалентность

Определение 7.1. Пусть X, Y — топологические пространства и I = [0, 1]. Го-
ворим, что два непрерывных отображения f0, f1 : X → Y гомотопны и пишем
f0 ∼ f1, если существует такое непрерывное отображение F : X × I → Y , что
F (x, 0) = f0(x) и F (x, 1) = f1(x) для всех x ∈ X. Само отображение F называем
гомотопией между f0 и f1.

Если F — гомотопия между f0 и f1, то семейство отображений ft : X → Y, ft(x) =
F (x, t) (0 ≤ t ≤ 1) можно рассматривать как непрерывную деформацию отображе-
ния f0 в f1. Легко убедиться, что гомотопность является отношением эквивалентно-
сти на множестве Map (X, Y ) всех непрерывных отображений из X в Y (проверьте).
Элементы фактор-множества [X,Y ] = Map (X, Y )/∼ называются гомотопическими
классами отображений из X в Y .
Пример 1. Пусть Y ⊂ Rn — выпуклое множество, X произвольно. Любые два
отображения f0, f1 : X → Y гомотопны, гомотопию можно определить равенством
F (x, t) = (1− t)f0(x) + tf1(x). Таким образом, в этом случае [X, Y ] состоит из одного
элемента.
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Пример 2. Пусть S1 — окружность и Y = R2 \ {0}. Непрерывное отображение f :
S1 → Y можно рассматривать как замкнутую кривую на плоскости, не проходящую
через точку 0. Каждой такой кривой однозначно сопоставляется некоторое целое
число, называемое индексом кривой f относительно точки 0, равное числу оборотов
(со знаком), совершаемому этой кривой вокруг точки 0. Попробуйте сформулировать
точное определение индекса (Указание: это определение приводится в курсе ТФКП
при изложении принципа аргумента). Можно доказать, что два отображения S1 →
R2\{0} гомотопны тогда и только тогда, когда их индексы совпадают. Таким образом,
[S1,R2 \ {0}] изоморфно группе Z целых чисел.
Пример 3. Топологическое пространство Y называется односвязным, если [S1, Y ]
состоит из одного элемента. Как видно из предыдущего примера, R2 \ {0} не одно-
связно. А вот R3 \ {0} односвязно. Докажите.

Определение 7.2. Говорим, что топологические пространства X и Y гомото-
пически эквивалентны (или имеют одинаковый гомотопический тип), если суще-

ствуют такие непрерывные отображения X f
�
g
Y , что g◦f ∼ IX и f ◦g ∼ IY . Здесь

и далее IX — тождественное отображение пространства X. Такое отображение
f (или g) называется гомотопической эквивалентностью.

Гомеоморфные пространства очевидным образом гомотопически эквивалентны.
Поэтому понятие гомотопической эквивалентности шире понятия гомеоморфности.
Например, пространства Rn и Rm не гомеоморфны при n 6= m, но имеют одинако-
вый гомотопический тип. Более того, любое выпуклое множество в Rn гомотопически
эквивалентно одноточечному пространству {∗}, как мы убедимся ниже. Топологиче-
ское пространство называется стягиваемым, если оно гомотопически эквивалентно
одноточечному пространству {∗}.

В общем случае нелегко построить гомотопическую эквивалентность между двумя
пространствами. Чаще всего мы будем рассматривать более простой случай, когда
одно пространство является подпространством другого. Приведем соответствующие
определения.

Если A — подмножество топологического пространства X, то через i : A ↪→ X обо-
значаем тождественное вложение (которое рассматривается в качестве непрерывного
отображения пространства A, снабженного индуцированной топологией). Говорим,
что A является ретрактом пространства X, если существует такое непрерывное
отображение r : X → A, что r ◦ i = IA; при этом само r называется ретракцией. Если
дополнительно, ретракцию можно выбрать так, что i◦r ∼ IX , то A называется дефор-
мационным ретрактом пространства X. Ясно, что в этом случае i : A ↪→ X явля-
ется гомотопической эквивалентностью, т.е. деформационный ретракт пространства
X имеет тот же гомотопический тип, что и само X.

Пример. Пусть X — выпуклое множество в Rn. Докажем, что одноточечное мно-
жество {x0} является деформационным ретрактом пространства X для любой точки
x0 ∈ X, т.е. выпуклое множество евклидова пространства стягиваемо. Для этого рас-
смотрим семейство отображений

rt : X → X, rt(x) = (1− t)x+ tx0, (0 ≤ t ≤ 1).
Ясно, что r0 = IX и r1 отображает все X в точку x0.

Упражнения
1. Пусть S1 — граничная окружность диска D2 = {(x, y) | x2 + y2 ≤ 1} и I = [0, 1].

Подмножество A = (D2 × {0})
⋃
(S1 × I) цилиндра D2 × I является объединением
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нижнего основания и боковой поверхности цилиндра. Докажите, что A — деформа-
ционный ретракт пространства D2 × I. Это утверждение известно в гомотопической
топологии под именем “леммы о стакане”: стакан является деформационным ретрак-
том “заполненного стакана”.

8. Конечные клеточные комплексы. Эйлерова характеристика

Пусть X
⊔
Y — дизъюнктное объединение двух топологических пространств, т.е.

объединение X и Y , рассматриваемых как непересекающиеся множества (хотя пер-
воначально они могли иметь общие элементы). Введем на X

⊔
Y топологию, считая

множество U ⊂ X
⊔
Y открытым тогда и только тогда, когда U

⋂
X и U

⋂
Y откры-

ты в X и Y соответственно. Пусть теперь X ⊃ A
f→ Y — непрерывное отображение,

определенное на подмножестве A пространства X. Определим на X
⊔
Y отношение

эквивалентности, объявив каждую точку a ∈ A эквивалентной точке f(a) ∈ Y . Две
точки a, b ∈ A становятся эквивалентными тогда и только тогда, когда f(a) = f(b).
Фактор-пространство X

⊔
Y/∼ по этому отношению эквивалентности называется ре-

зультатом приклеивания пространства X к пространству Y по отображению f и
обозначается Y

⋃
f X.

Пример. Пусть Sn−1 — граничная сфера диска Dn и {∗} — одноточечное про-
странство. Отображение Dn ⊃ Sn−1 f→ {∗} определено однозначно. Докажите, что
пространство {∗}

⋃
f Dn гомеоморфно сфере Sn.

Обозначения и терминология теории клеточных комплексов несколько отличаются
от использованных нами ранее. Диск Dn = {x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ 1} будем называть n-
мерной клеткой и обозначать через cn. При n > 0 обозначаем через ċn = {x ∈ Rn |
‖x‖ = 1} граничную сферу n-мерной клетки и через

◦
cn = cn \ ċn — внутренность

клетки. Удобно также считать, что
◦
c0 = c0 и ċ0 = ∅. (Наш смысл термина “клетка”

близок к используемому в биологии: пространство строится из клеток подобно тому,
как организм построен из живых клеток).

Определение 8.1. Конечным клеточным комплексом называется объект, получа-
емый за конечное число шагов с помощью следующей индуктивной конструкции.

Шаг 0. Задается конечное число нульмерных клеток c01, . . . , c
0
r0

и на конечном
множестве K0 = {c01, . . . , c0r0} вводится дискретная топология. K0 называется
нульмерным остовом.

Шаг 1. Задается конечное число одномерных клеток c11, . . . , c1r0 и для каждой из
них задается непрерывное отображение ϕ1i : ċ1i → K0 (1 ≤ i ≤ r1). Одномерный
остов K1 получается путем приклеивания к K0 заданных одномерных клеток по
заданным приклеивающим отображениям: K1 = K0

⋃
ϕ11
c11
⋃
· · ·
⋃
ϕ1r1

c1r1 .
...............................
Шаг k. Пусть уже построен (k − 1)-мерный остов Kk−1. Задается конечное

число k-мерных клеток ck1, . . . , ckrk и для каждой из них задается непрерывное отоб-
ражение ϕki : ċki → Kk−1 (1 ≤ i ≤ rk). k-мерный остов Kk получается путем при-
клеивания к Kk−1 заданных k-мерных клеток по заданным приклеивающим отоб-
ражениям: Kk = Kk−1

⋃
ϕk1
ck1
⋃
· · ·
⋃
ϕkrk

ckrk .
...............................



16 В. А. Шарафутдинов

Шаг n. Пусть уже построен (n − 1)-мерный остов Kn−1. Задается конечное
число n-мерных клеток cn1 , . . . , cnrn и для каждой из них задается непрерывное отоб-
ражение ϕni : ċni → Kn−1 (1 ≤ i ≤ rn). n-мерный остов Kn получается путем при-
клеивания к Kn−1 заданных n-мерных клеток по заданным приклеивающим отоб-
ражениям: Kn = Kn−1

⋃
ϕn1
cn1
⋃
· · ·
⋃
ϕnrn

cnrn .

На этом процесс заканчивается и полагается K = Kn. Подчеркнем, что набор
приклеивающих отображений входит в определение клеточного комплекса. Вся-
кое топологическое пространство, которое можно получить с помощью этой кон-
струкции, называется полиэдром.

Подчеркнем, что в процессе построения клеточного комплекса каждая клетка cki
приклеивается к Kk−1 по своeй граничным сфере ċki в то время как точки внут-
ренности

◦
cki не отождествляются с точками из Kk−1. Отсюда следует возможность

представления всего комплекса в виде объединения непересекающихся множеств:

K =
n⋃

k=1

rk⋃

i=1

◦
cki .

Пока мы находимся в множестве
◦
cki , мы можем производить любые построения, ко-

торые возможны в открытом шаре Bk. Это — основное преимущество клеточных
комплексов. Приближаясь к граничной сфере ċki , мы должны следить, чтобы наши
построения согласовывались с приклеивающими отображениями.

Один и тот же полиеэдр можно реализовать в виде клеточного комплекса многими
способами. В качестве примера приведем несколько вариантов реализации двумерной
сферы S2 в виде клеточного комплекса.
Пример 1. Двумерную сферу можно реализовать в виде клеточного комплекса, со-
стоящего из одной нульмерной клетки c0 и одной двумерной клетки c2, см. Рис. 5а.
Приклеивающее отображение ċ2 → c0 очевидно. Фактически это совпадает с рассмот-
ренным в начале этого параграфа примером при n = 2. Здесь r0 = 1, r1 = 0, r2 = 1
(Напомним, что rk — число k-мерных клеток).
Пример 2. Пусть S1 — экватор сферы S2. Выберем на экваторе две диаметраль-
но противоположные точки c0± и объявим их нульмерными клетками. Эти точки
разбивают экватор на два замкнутых отрезка c1±, которые мы объявляем одномер-
ными клетками. Правило подклеивания одномерных клеток к нуль-мерному остову
{c01, c02} диктуется расположением этих точек и отрезков на окружности S1. Эква-
тор разбивает сферу S2 на северную и южную полусферы c2+ и c2−. Мы объявляем
их двумерными клетками поскольку каждая из полусфер гомеоморфна двумерному
шару. Опять правило подклеивания двумерных клеток к одномерному остову дикту-
ется расположением полусфер по отношению к экватору, см. Рис. 5б. Мы получили
представление S2 в виде клеточного комплекса с r0 = 2, r1 = 2, r2 = 2.
Пример 3. Рассмотрим тетраэдр, расположенный в R3 так, что центр сферы S2 ле-
жит внутри тетраэдра. Спроектируем тетраэдр на сферу S2 путем центрального про-
ектирования из центра сферы. Четыре вершины тетраэдра спроектируются в четыре
точки на сфере, которые мы объявляем нульмерными клетками. Шесть ребер тет-
раэдра спроектируются в шесть дуг окружностей на сфере, которые мы объявляем
одномерными клетками. Наконец, четыре грани тетраэдра спроектируются в четыре
криволинейных треугольника на сфере, которые объявляются двумерными клетка-
ми. Правило приклеивания клеток диктуется комбинаторной структурой тетраэдра
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Рис. 5. Двумерная сфера, реализованая в виде двух клеточных комплексов.

(т.е. указанием того, какие ребра ограничивают данную грань и какие вершины яв-
ляются концами данного ребра). Мы получили представление S2 в виде клеточного
комплекса с r0 = 4, r1 = 6, r2 = 4.
Пример 4. Предыдущий пример имеет очевидное обобщение: вместо тетраэдра мож-
но использовать любой выпуклый многогранник. Получается представление S2 в ви-
де клеточного комплекса с r0 = v, r1 = e, r2 = f , где v — число вершин многогранни-
ка, e — число ребер и f — число граней.

Во всех приведенных примерах справедливо равенство r0−r1+r2 = 2. Альтерниро-
ванная сумма χ(K) =

∑n
k=0(−1)krk называется эйлеровой характеристикой конечно-

го клеточного комплекса K. Здесь rk — число клеток размерности k и n размерность
комплекса, т.е. максимальная из размерностей его клеток. Имеет место следующая
важная

Теорема 8.2. Эйлерова характеристика полиэдра X

χ(X) =
n∑

k=0

(−1)krk

не зависит от представления X в виде конечного клеточного комплекса.

Доказательство этой теоремы не приводится поскольку оно требует привлечения
некоторых средств алгебраической топологии. Отметим, что Леонард Эйлер доказал,
что v − e+ f = 2 для любого выпуклого многогранника, где v, e, f — соответственно
число вершин, ребер и граней.

Упражнения.

Рис. 6. Ориентируемая поверхность рода 2, или крендель.

1. Найдите эйлерову характеристику двумерного тора T 2 = S1 × S1.
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2. “Научное” название поверхности, изображенной на Рис. 6, — ориентируемая
поверхность рода 2, хотя ее чаще называют кренделем. Найдите ее эйлерову харак-
теристику.

9. Гомотопические свойства клеточных комплексов

Согласно приведенному в предыдущем параграфе определению, клеточный ком-
плекс строится из клеток, подклеиваемых в порядке возрастания их размерностей.
На практике это условие часто нарушается. Следующее утверждение разрешает та-
кие нарушения, если результат интересует нас лишь с точностью до гомотопической
эквивалентности.

Теорема 9.1. Если K — конечный клеточный комплекс и ϕ : ċk → K — непрерыв-
ное отображение, то K

⋃
ϕ c
k гомотопически эквивалентно конечному клеточному

комплексу, у которого число k-мерных клеток на 1 больше, чем у K, а числа клеток
остальных размерностей такие же, как и у K.

На рис 7 приведена простейшая иллюстрация к этой теореме. Комплекс K, изобра-
женный в левой части рисунка, представляет окружность в виде объединения одной
нульмерной клетки и одной одномерной. В средней части рисунка изображен резуль-
тат “неправильного” подклеивания одномерной клетки c̃1 к комплексу K. Конечно,
этот объект также можно превратить в клеточный комплекс, увеличив число нуль-
мерных клеток до трех и число одномерных клеток до четырех. В правой части
рисунка изображен клеточный комплекс, полученный “правильным” подклеиванием
той же клетки c̃1 к комплексу K. Полученный комплекс состоит из одной нульмерной
клетки и двух одномерных, как утверждает Теорема 9.1. Очевидно, пространства,
изображенные в средней и правой частях рисунка, гомотопически эквивалентны.

Рис. 7. Неправильное и правильное приклеивание клетки к клеточно-
му комплексу.

Если клеточный комплекс интересует нас с точностью до гомотопической эквива-
лентности, то мы имеем еще одну возможность изменять конструкцию этого ком-
плекса, как показывает следующая

Теорема 9.2. Гомотопический тип конечного клеточного комплекса не изменит-
ся, если каждое из приклеивающих отображений, участвующих в построении ком-
плекса, заменить на гомотопически ему эквивалентное.

Теоремы 9.1 и 9.2 вытекают из следующих трех лемм.

Лемма 9.3. Пусть K — конечный клеточный комплекс и ψ0 : ċk → K — непрерыв-
ное отображение. Существует отображение ψ1 : ċk → Kk−1 гомотопное ψ0, где
Kk−1 — (k − 1)-мерный остов K.
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Доказательство. Занумеруем все клетки комплексаK, обозначив их cn11 , . . . , c
nM
M , где

ni — размерность клетки. Пусть n = dimK = max{n1, . . . , nM}. Как мы отмечали
в предыдущем параграфе, K можно представить в виде объединения непересекаю-
щихся множеств — внутренностей клеток:

K =
M⋃

i=1

◦
cnii ,

◦
cnii ∩

◦
c
nj
j = ∅ при i 6= j.

Зафиксируем какую-нибудь клетку cnj максимальной размерности n и докажем сле-
дующее утверждение:

(*) Если k ≤ n, то любое отображение ψ0 : ċ
k → K гомотопно некоторому

отображению ψ1 : ċ
k → K \ ◦cnj , образ которого не задевает клетку

◦
cnj .

Из утверждения (*) следует утверждение леммы. Действительно, применив утвер-
ждение (*) ко всем клеткам старшей размерности n, мы получим отображение ψ1 :
ċk → Kn−1 гомотопное ψ0. Если k ≤ n−1, то мы можем повторить наши рассуждения,
получив отображение ψ2 : ċk → Kn−2 гомотопное ψ1, и так далее.

Доказательство утверждения (*) основано на единственном факте: размерность
(k − 1) сферы ċk меньше размерности n клетки

◦
cnj . Отождествим

◦
cnj с шаром {x ∈

Rn | ‖x‖ < 1}, а ċnj отождествим со сферой {x ∈ Rn | ‖x‖ = 1}. Множество
Γk−1 =

◦
cnj
⋂
ψ0(ċ

k) является (k − 1)-мерной поверхностью в n-мерном шаре
◦
cnj . Без

ограничения общности можно считать, что эта поверхность гладкая, поскольку отоб-
ражение ψ0 можно аппроксимировать близким гладким отображением гомотопным
ψ0. По теореме Сарда, которая будет доказана в следующей главе, найдется точ-
ка x0 ∈

◦
cnj , не принадлежащая поверхности Γk−1. Если точка x ∈ ċk такова, что

ψ0(x) ∈ Γk−1, то через z(x) обозначим точку сферы ċnj , лежащую на луче, выходя-
щем из x0 и проходящем через ψ0(x). Точка z(x) непрерывно зависит от x поскольку
x0 6= ψ0(x).

Пусть ϕj : ċ
n
j → Kn−1 — отображение приклеивания клетки cnj , участвующее в

определении клеточного комплекса. Определим семейство отображений ψt : ċ
k →

K (0 ≤ t ≤ 1) следующим образом:

ψt(x) =






(1− t)ψ0(x) + tz(x), если ψ0(x) ∈
◦
cnj и t < 1;

ϕj(z(x)), если ψ0(x) ∈
◦
cnj и t = 1;

ψ0(x), если ψ0(x) /∈
◦
cnj .

Очевидно, при t = 0 мы имеем исходное отображение ψ0. При t = 1 образ отобра-
жения ψ1 не пересекает

◦
cnj . Наконец, надо проверить непрерывность ψt(x) по (x, t),

т.е. согласованность трех строк этой формулы там, где они одновременно имеют
смысл. При t стремящемся к единице, ψt(x) стремится к z(x) согласно первой стро-
ке формулы. Согласно второй строке, ψ1(x) = ϕj(z(x)). Но точки z ∈ ċnj и ϕj(z)
отождествляются приклеивающим отображением ϕj. �

Лемма 9.4. Пусть X — топологическое пространство и ϕ0, ϕ1 : ċ
n → X — два

непрерывных отображения. Если ϕ0 и ϕ1 гомотопны, то тождественное отобра-
жение пространства X продолжается до гомотопической эквивалентности
k : X

⋃
ϕ0
cn → X

⋃
ϕ1
cn.
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Сначала поясним идею доказательства в случае n = 1, взяв в качестве X прямо-
угольник на плоскости. На рисунке 8.а изображены результаты приклеивания одно-
мерной клетки c1 = [−1, 1] к прямоугольнику X по отображениям ϕ0 и ϕ1. Гомотоп-
ность этих отображений означает в данном случае существование в X двух кривых
ϕt(±1), соединяющих точки ϕ0(±1) и ϕ1(±1).

Определим отображение k : X
⋃
ϕ0
c1 → X

⋃
ϕ1
c1 как указано на рисунке 8.б, где со-

ответственные точки обозначены одинаковыми буквами и дуги кривых между этими
точками переводятся отображением k друг в друга с соответствующим растяжени-
ем (или сжатием). Отображение ` : X

⋃
ϕ1
c1 → X

⋃
ϕ0
c1 определяется аналогично с

перестановкой ролей левой и правой частей.
Композиция ` ◦ k : X

⋃
ϕ0
c1 → X

⋃
ϕ0
c1 изображена на рисунке 8.в, где кривые

ϕt(±1) проходятся дважды, в прямом и обратном направлениях. Из этого рисунка
ясно, как построить гомотопию ht между тождественным отображением и `◦k: надо
лишь в правой части этого рисунка заменить кривую ABC кривой ABtC, где Bt =
ϕt(−1), и аналогично поступить с DEF .

Рис. 8. Если ϕ0 и ϕ1 гомотопны, то X
⋃
ϕ0
c1 и X

⋃
ϕ1
c1 гомотопически

эквивалентны.

В общем случае доказательство тоже следует этой идее. Поведение всех отображе-
ний на каждом диаметре клетки cn соответствует этим рисункам.
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Доказательство Леммы 9.4. Пусть ϕt : ċn → X — гомотопия между ϕ0 и ϕ1. Опре-
делим отображение k : X

⋃
ϕ0
cn → X

⋃
ϕ1
cn формулой






k(x) = x при x ∈ X;
k(ty) = 2ty при 0 ≤ t ≤ 1/2, y ∈ ċn;
k(ty) = ϕ2−2t(y) при 1/2 ≤ t ≤ 1, y ∈ ċn.

Отображение ` : X
⋃
ϕ1
cn → X

⋃
ϕ0
cn определяется аналогично с заменой ролей ϕ0 и

ϕ1. Нетрудно проверить, что обе композиции ` ◦ k и k ◦ ` гомотопны тождественным
отображениям (найдите гомотопию, руководствуясь приведенными рисунками). �

Лемма 9.5. Пусть ϕ : ċn → X — отображение приклеивания. Каждая гомотопи-
ческая эквивалентность f : X → Y продолжается до гомотопической эквивалент-
ности F : X

⋃
ϕ c
n → Y

⋃
fϕ c

n.

Доказательство. Определим F условиями

F |X = f, F |◦
cn
= I,

где I — тождественное отображение. Пусть g : Y → X — гомотопически обратное к
f . Определим G : Y

⋃
fϕ c

n → X
⋃
gfϕ c

n аналогично:

G|Y = g, G|◦
cn
= I.

Так как gfϕ ∼ ϕ, то с помощью Леммы 9.4 получаем гомотопическую эквивалент-
ность

k : X
⋃
gfϕ

cn → X
⋃
ϕ
cn.

Докажем, что композиция

kGF : X
⋃
ϕ
cn → X

⋃
ϕ
cn

гомотопна тождественному отображению.
Пусть ht : X → X — гомотопия между gf и IX . Пользуясь специальным видом

отображений F,G и k (вид последнего описан в доказательстве Леммы 9.4), видим,
что 





kGF (x) = gf(x) при x ∈ X;
kGF (ty) = 2ty при 0 ≤ t ≤ 1/2, y ∈ ċn;
kGF (ty) = h2−2t(ϕ(y)) при 1/2 ≤ t ≤ 1, y ∈ ċn.

Теперь искомая гомотопия

gτ : X
⋃
ϕ
cn → X

⋃
ϕ
cn

между kGF и I определяется формулами





gτ (x) = hτ (x) при x ∈ X;
gτ (ty) =

2
1+τ

ty при 0 ≤ t ≤ 1+τ
2
, y ∈ ċn;

gτ (ty) = h2−2t+τ (ϕ(y)) при 1+τ
2
≤ t ≤ 1, y ∈ ċn.

Итак, kGF ∼ I, т.е. F имеет левое гомотопически обратное.
Прервем доказательство Леммы 9.5, чтобы доказать следующее утверждение.

Лемма 9.6. Если отображение F : X → Y имеет левое гомотопически обратное L
и правое гомотопически обратное R, то F есть гомотопическая эквивалентность,
а L (или R) — двустороннее гомотопически обратное к F .
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Доказательство. Мы имеем LF ∼ I и FR ∼ I. Отсюда
L ∼ L(FR) = (LF )R ∼ R.

Следовательно, RF ∼ LF ∼ I. �

Окончание доказательства Леммы 9.5. Мы установили, что kGF ∼ I, т.е. F имеет
левое гомотопически обратное. Поскольку F и G равноправны, то G также имеет ле-
вое гомотопически обратное. Теперь доказательство завершается с помощью Леммы
9.6 в три шага:

(а) Поскольку k(GF ) ∼ I и k имеет левое обратное, то (GF )k ∼ I.
(б) Поскольку G(Fk) ∼ I и G имеет левое обратное, то (Fk)G ∼ I.
(в) Поскольку F (kG) ∼ I и F имеет левое обратное, то F — гомотопическая экви-

валентность. �

Понятно, что Теорема 9.1 следует из лемм 9.3 и 9.4. Поясним, как Теорема 9.2 сле-
дует из лемм 9.4 и 9.5. Пусть комплекс K строится из клеток cn11 , . . . , c

nM
M в указанной

очередности с помощью приклеивающих отображений ϕ1, . . . , ϕM . Допустим, что для
некоторого i отображение ϕi : ċnii → Kni−1 заменяется гомотопным ему отображени-
ем ϕ̃i : ċ

ni
i → Kni−1. Согласно Лемме 9.4, имеется гомотопическая эквивалентность

k : Kni−1
⋃
ϕi
cnii → Kni−1

⋃
ϕ̃i
cnii . Теперь каждую последующую клетку cnjj (j > i) на-

до приклеивать к Kni−1
⋃
ϕ̃i
cnii с помощью отображения kϕj. В результате, согласно

Лемме 9.5, получим комплекс гомотопически эквивалентный K. Аналогично обстоит
дело, когда несколько приклеивающих отображений заменяются на гомотопически
им эквивалентные.

Результаты этого параграфа будут использованы в Главе 3.
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